MUC LUC

DANH MUC TU VIET TAC .ot esessesses st assssnesnens i
DANH MUC HINH ANH ....cc.oooiiiiiieeeeeeee ettt i
DANH SACH CAC BANG.......oooiriiieineiniissississsiessssssss s v
LOT GIOT THIEU ..ot vi
CHUONG 1. QUAN HE ....oovoieieeeeeeeeeeeee oot s eeee s es s ereneeo 1
1.1. Quan hé hai NgOi VA CAC tINN CAL .......c.covevieieieeeeeee s 1
1.1.1. DPinh nghia va cAC VI AU ...oooviiiiiiiiiiiiiii e 1
1.1.2. CA&c phép toan trén tap Cac qUAN NE ......ccoveeiiveieiiee e 2
1.0.2.0. PREP NOP oottt 2
1.1.2.2. PREP GIAO ..ocvvieiiciiee ettt 2
1.1.2.3. PREP NIGU ..eeeeeece e 3
1.1.2.4. Phep hopthanh ..o 3
1.1.3. CA4c tinh chat cta quan hé Nai NGO .........coccveeeeveeeeeeeeeeeeee s 4
1.1.4. Quan hé tuong duong va quan h€ thr tu .........ccocoevvi i, 6
1.1.4.1. Quan N tuong QUONE ......cooiiiiiiieieiierie e 6
1.1.4.2. QUaN NE TN LU .oocoveeicce e 6
1.2, BIEU GI8N QUAN NE .ottt 6
1.2.1. Biéu dien bang Matran 0 -1 ....cocoviiieeeeiieeeeeeeeee et 7
1.2.2. Céc tinh chat, phép toan cua quan hé biéu dién bang ma tran ................ 9
1.2.3. Biéu dién quan hé bang dd thi cO AUGNG ....c.oveevieeeeeeeeeeeee e 10
1.3. Bao d0ng clida qUAN NE .......coooviiiiiiii e 12
1.3.1. Dinh nghia bao dong quan h€ ..........ccccoiiiiiiiiii s 13
1.3.2. Thuat toan xac dinh bao d0ng BAC CAU ........cvveveieeeeeeeeeeee e 14
1.3.2.1. TRUALEOAN 1 ..o 14
1.3.2.2. Thuat toan Warshall ..o 15
1.4. Quan hé N NGOI VA ING duNg .....coeeivieiiieiie e 17
1.4.1. Dinh nghia quan h€ N NQOT ......cceoiiiiiiiiii e 18
1.4.2. CosddirliEuva cac quUaN N .......ccceeiiiiii i 18
1.5, BAITAD «vvveeeeeee et eeeee e ee e e et et ees e et s e nen et 20
CHUONG 2. LY THUYET TO HOP ..o, 22
2.1. Mot 56 nguyén 1y dm o DAN ......cvcveeeeeeieieieeeeeeeee et 22
2.1 1. NQUYEN IY CONG eoovieiiiiiieiieiee et 22
2.1.2. NQUYEN IY NNAN oo 24
2.1.3. NQUYEN IY DU TIT e 25
2.1.4. NGUYEN IY QUY NAP oeeiiieieiiee e 28
2.1.4.1. Cac budc chiing MiNN QUY NAP ..oovveiieeieie e 28

2.1.4.2. Cac vi du vé cach chizng minh theo quy nap todn hoC ..........ccccue..... 29



2.1.5. Nguyén Iy Dirichlet (Chudng chim) .......occcvvvveeieeieseeeeeseeeeseeeeseeeean, 30

2.2. DEM CAC NOAN Vi tO NOP .ot 30
A B o (o T 2 Y U OTROR 30
2.2.2. CRINNNOP oo s 31
2.2.3. TOROD oottt 32
R I L (1 (o (VA (1) T 33
2.3.1. Gidi thiéu h& thiC trUY NOT ....ceeveeeceeeeeeeee e, 33
2.3.2. Giai hé thac truy hdi thuan nhat tuyén tinh hé s6 hang 6 .........c.cce...... 34
2.4, CAC DA TOAN TIELKE .ot 36
2.4.1. Phuong phap quay Iui (A€ QUY) ..oeereiiiiiiii e 36
2.4.1.1. NQUYEN Y ChUNG ..ooiieeieceee e 36
2.4.1.2. Liet k& chinh hop I8P .ooovveieee e 38
2.4.1.3. Liét ké chinh hgp KhONG 12P .vevvviieiieee e 38
2414, LIBLKE IO NOP oottt 39
2.5, BAITAP ©ovvcviieiee et 39
CHUONG 3. DO THI .ottt 44
I O 1o - VI 41111 P 44
3.1.1. D4 thi vo hudng va dd thi O MUONG ..., 44
3.1.2. Céac md hinh tng dung cla d6 thi ........cocvvveeeeveeieeeeeeeee e, 46
3.1.2.1. D6 thi lan to (Niche Overlap) trong sinh thai NoC ........cccccvvvveviennee. 46
3.1.2.2. DO thi QUEN DIEL ..t 46
3.1.2.3. DO thi A0 HUONG ..ot 46
3.1.3. CAC AN A0 thi GAC DIBL ...vveeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt 47
3.1.3.1. DO thi GAY QU ooveceeieceeeeeeeee ettt 47
3.1.3.2. DO TN VONG .ot ee e e ee e, 47
3.1.3.3. DO thi PHAN GO ..ot 47
3.1.3.4, DO thi PRANG vttt 48
3.2, BIEU BN A0 Tl wevvveeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt ettt ettt en e, 48
3.2.1. Biéu didn bang danh SACH ........cccccevevveveeeieeeee e 48
3.2.2.1. IMATTAN K& oottt ettt n et enne et en s 50
3.2.2.2. Matran BN thUOGC .....ccveviiviiiiiiece et 51
3.3. Puong di trong d0 thi ....ccoveeveeveevrieeieeee e 52
3.3.1. DPuodng di, chu trinh, tinh lién thong ... 52
3.3.2. Thuat toan tim chu trinh BUIEE .......coovviiiiiiie e 54
3.3.3. Bai toan tim dudng di ngaN NNAL ........cc.oveveeeeeeieeeeceeeeee e, 55
3.3.3.1. PRt DIEU DAI TOAN ....ooceeceececicieeeee e 55
3.3.3.2. Thuat tOAN DIJKSIIa ....ccvvivieiieieieiece e 55
3.3.3.3. ThUuat tOAN FIOY .....coooieiiee e 60

3.4, BAi tOAN t0 MAU A0 TNE cvrvveeeeeeeeeeeeeeeee oot e e e ettt et eeeeeeereeeeeeeeeeeens 63



341, TO MAU GO T wovevereeeeeeeeeeeee ettt ettt ee et eeenee e en s enens 63

3.4.2. Thuat toan tuan tu wu tién dinh bac 16n NNAL ......c.eevveviiciciccees 65
3.4.3. MOt 56 DA tOAN TNG AUNG ...ovvveeeeeeeeee et 67
3.4.3.1. Bai toan diéu khién dén hiéu nlt giao thoNg .........cccceveeeveeereeeeirrennene, 67
3.4.3.2. Bai toAn 1ap HCh thi ....cooiiiiii e, 68
3.5. Cay khung va cac thuat toan lHEN quUaN ........cceeveveere e 69
3.5.1. KhAI NIEM CODAN ..ocvviiicicicece e e 69
3.5.2. TINN CHAL cooovviviicicccc s 70
3.5.2. Thuat todn tim cay Khung Nho NOAL .........cc.covieeieeeeeeeeeeeeeeeeean, 71
3.5.2.1. TRUAL tOAN PrIM .ooiiiiiciie ettt 72
3.5.2.2. Thuat toan KrUSKAl .........ccceooviiiiiiiciiec et 74
T T = T U 71 o SRS 77
CHUONG 4. PAI SO BOOLE ..o 82
4.1, D8I SO BOOIE ...ttt ettt ettt 82
N 0% Tl (g - U 11 <1 1 [OOSR 82
G T . Tod T 0T | oSSR 84
A.4. CUC tIEU NOA CAC MACK .ottt e et ettt n s 85
4.4.1. Cyc tiéu hda bang ban d6 Karnaugh ..........cccceveeveseeeseeeeeeeessesensns 85
4.4.2. Phuong phap Quine - MC CIUSKEY ......ccccvveiiiiiiiiieec e 88
A5, BAIEAD cvoevrevreveeeeeeeeeeseeseeeeeeee e esees et es et ees st e et ettt et s ar ettt e erenen 92

TAILIEU THAM KHAO w.ovooooeeeveoeeeeeeeeeesseseve s eeeseesessesssesessesseeseessssseees 94



DANH MUC TU VIET TAC

Stt

Tir viét tic

Tir cu thé

dpcm

Diéu phai chirng minh




DANH MUC HINH ANH

Hinh 1.1. Quan h& hai NQOT R .....ovvieieeeceee e 1
Hinh 1.2. Hop gitta hai quan hé M U S....ooovei e 2
Hinh 1.3. Giao gitta hai qUan hé R M S...eriieicee e, 2
Hinh 1.4. Hiéu gitta hai quan hé M\ S......ooieii e 3
Hinh 1.5. Quan hé phan Xa R .......ccoe i 4
Hinh 1.6. Quan hé bAC CAU CUNG @ M Cuvvvvereeeeeeeeeee s 4
Hinh 1.7. Tinh d6i X(NQG COA QUAN NE ...t 5
Hinh 1.8. Tinh phan Xing clia quan hé..........ccooeviiieiiic e, 5
Hinh 1.9. Ma tran 0 - 1 biéu dién mot quan hé Phan Xa.........coeeeeveeeereeeeeeeeeeens 8
Hinh 1.10. Biéu dién quan hé ddi xang bang ma tran 0 - L .....co.occeveeeevereeereeeereenns 8
Hinh 1.11. Biéu dién quan hé phan d6i xing bang matran 0 -1 .......co.ccevvevvernenee. 9
Hinh 1.12. Biéu dién tinh phan xa R bang dd thi........ccccceeveeevreceeeeeeeee s 11
Hinh 1.13. Biéu dién tinh d6i Xng R DANE A0 thi......ceeveeeeeeeeeeeeeeee s 11
Hinh 1.14. Biéu dién tinh bac cau R bang dd thi.........coceeveveeeeicreeeeeeeee s 11
Hinh 1.15. CAc tinh chat cla quan N8 M .........cevvieeeeeeeeeee s 12
Hinh 1.16. Biéu dién m6 hinh mang MAy tiNN .........c.cceveeeeeieeeceeee s 12
Hinh 1.17. Minh hoa thuat todn Warshall ..............c..ccovi i, 16
Hinh 1.18. M6 hinh dir liéu quan hé SINh VIEN.......c.cooo i, 18
Hinh 1.19. Co s& dit [IEU QIANG VIEN .....voeiviiiieee e 19
Hinh 1.20. Biéu dién phép chiéu Py 4 trén co 86 At li8U. covveveevervceeeeeeeeeieien, 19
Hinh1.21. D@ liéu giang VIEN VA SINNVIEN..........ccooeiiiie e 20
Hinh 1.22. Minh hoa phép hop Jo...eeve e 20
Hinh 2.1. Bai todn 8 hau hoa binh..........cccoeiiiiiiii e 36
Hinh 2.2. Liét ké& chinh hop 13p chap 2 ctia tip 3 Phan tr ......c.cvvveceeeeeeeseeeeeans 38
Hinh 2.3. Liét ké chinh hgp chap 2 cua {1, 2, 3,4} oo, 39
Hinh 3.1. Biéu dién canh e ctia d6 thi vO MUGNG ......oveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 44
Hinh 3.2. Biéu didn dd thi vO UGN .......coveeveeeeeeeeeeeeeee e 44
Hinh 3.3. Biéu dién cung e ctia d6 thi €O RUGNG.......c.vvvverveeerieesieieeeeieeeses e 44
Hinh 3.4. Minh hoa dd thi G(6, 8).........cveveeeeeeeeeeeeieeseese e seseses s 44
Hinh 3.5. DO thi vO hudNg G(7, 6) ...cecveeereeeieeeeeieeeseeeessiee st eseeses s 45
Hinh 3.6. DO thi ¢0 hONG G(7, B) ..cvveveveereceeeeeeeseieseeessssesess e sesessessessssnseseenens 45
HiNh 3.7. DO i AN 0ottt et en et en e 46
Hinh 3.8. DO thi QUEN DIEL.........oveieeeeeeeeeeeee e, 46
Hinh 3.9. DO thi 401 DUEONG.....cv.cveeeeeieeeeeeeeeeeee et 47
Hinh 3.10. CAC A0 thi Ky c.eeveveeeeeeeeeeeee oot e et e e ee s eesen et en s 47
Hinh 3.11. CAC A0 thi VONG ...ttt 47
Hinh 3.12. DO thi vO RuONG G VA H. ..., 48



Hinh 3.13. Biéu dién db thi vo huéng G va do thi c6 hudng Gl.......ccoevveevveennne, 48
Hinh 3.14. Biéu dién dd thi G(B, 9)......cvevereeeeeieeeeieeeeeeesesiees s s 49
Hinh 3.15. Biéu difn dd thi GL(6, 7).....cveveeeeeeeeeeeereeseeeeseeseseeeeeeeeseesesseseses s 49
Hinh 3.16. Chuong trinh minh hoa danh sach ké hinh 3.13 .........cccccovvvevieiriennnne, 49
Hinh 3.17. DO thi vO RUGNG G(5, 7) ceveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 50
Hinh 3.18. Biéu dién dd thi c6 hudng G(6, 8) ......cvvveveeeeereeeeiieeseseeeseeeses e 50
Hinh 3.19. Biéu dién dd thi vO hudNg G(5, 7) .eveeeeeeeeeeeieesieeeseseeessesesss s 51
Hinh 3.20. Biéu dién dd thi c6 hurdng G(6, 8) ......vveeeeeeeeeeieeeeeeeeeeeeeeeeseee e 52
Hinh 3.21. D6 thi vO hudNg G(6, 8) ......veeeeeeeeeeeeeieeeeieeteeseeeeeeeeees s 53
Hinh 3.22. D3 thi vO RUGNG G4, 4) ..o 53
Hinh 3.23. D6 thi vO hurdNg G(7, 14) et 53
Hinh 3.24. D6 thi v6 hudnNg G(L10, 18).....cmeeeeeieeeeeeeeeeeeeeeeee e ees e, 54
Hinh 3.25. D3 thi G1 cta ChU TN EUIET ...ttt 54
Hinh 3.26. D6 thi G, @ Chu triNA EUIET «.......ceeeeeeeeeeeeee et 54
Hinh 3.27. D6 thi vO hudNg G(8, 11) ...evveeeieeeieeeeeeeeeeeeee e e ees s, 56
Hinh 3.28. C4p nhat nhan dd thi vo hudng G(8, 11).....cceveveeeeeeeeeeeeeeeeeseeseeeians 57
Hinh 3.29. Nhan d6 thi G(8, 11) K& GiNh @.......coveeveieeeeeeeeseeeeeeee e, 57
Hinh 3.30. Nhan do thi G(8, 11) K& GinNh Fe.....cvveeieeeeeeeeeee e 58
Hinh 3.31. Nhan d6 thi G(8, 11) K& GiNN D c....ovvveeieeieeeeeeeeeeeeeee e 58
Hinh 3.32. Nhan d6 thi G(8, 11) K& GiNN C.....cevveeereieeeeeeeeeeeeeee e, 59
Hinh 3.33. Nhan dd thi G(8, 11) K& GiNN 0 .....coovevieieieeeeeeeeee e 59
Hinh 3.34. Két qua Dijkstra di VT G(8, 11) ..vveeeeeeeeieeeeeeeeeeeeee s 60
Hinh 3.35. Chuong trinh thuét toan Dijkstra d0 thi G(8, 11).......cccevvveverrrererne. 60
Hinh 3.36. D6 thi c6 htrdNg G(6, 9) ....e.veeeeeeeeieeeeeeseeeeee e, 61
Hinh 3.37. Chuong trinh minh hoa thuat toan Floy d6 thi G(6, 9) .......c.cccceervuenee. 63
Hinh 3.38. BAn A0 t0 3 MAU ...vveeeeeeeeecetee ettt 63
Hinh 3.39. BAN A0 t0 4 MAU ..vveveeeeeeeeteeee et esesses st enes st enessaes 64
Hinh 3.40. S4c $6 d6 thi vo hudng G(6, 10) ......co.cveeeeieeeeeieesieeeeeseeeeeeeses e 64
Hinh 3.41. SAc $6 d6 thi vO hudNg G(7, 12) ....ceeveeeeeeeeeeeieeeeeeeeees s 64
Hinh 3.42. Sac 56 d6 thi vO hudnNg G(7, 13) ceuveeeeeeeeeeeeeeeeseee e, 65
Hinh 3.43. S4c $6 d6 thi vo hudng G(10, 18) ....cvuvveeeeeeeeiieeiceeeeeieeeeeeeesee s 65
Hinh 3.44. Sic s6 mau 1 d6 thi vo hudng G(10, 18) ....cvvevvveeeeeeieiieeieesee e 66
Hinh 3.45. Sac s6 mau 2 d0 thi vo hudng G(10, 18) ...vvveevevveveeeeeeeeeeseeieenene, 66
Hinh 3.46. Sic s6 mau 3 d6 thi vo hudng G(10, 18) ....ccvevvveeieeeieieeeeeeeeee e 66
Hinh 3.47. Minh hoa hé thdng giao thANg ...........c.cceeeeeereevsrsieseeeesessesees e, 67
Hinh 3.48. D6 thi minh hoa hé thdng giao thong tuyén xung Khac ........................ 68
Hinh 3.49. D6 thi G(7, 16) Minh hoa 18P HCN ... 69
HiNh 3.50. BICU GIBN CAY ......vocveveeeeeeeeeee ettt ese sttt 69
Hinh 3.51. BiéU didN TINQG = 3 CAY ..ovvueveeiieeeieiseeieeess sttt sene s 70



Hinh 3.52. CAy €6 6 dinh tre0 DANG 0..........voeveeeeeeeeeseeeee e 70
Hinh 3.53. Cay nhi phan day dt ChidU C0 3 .......c.ovevceeeeeeeee e, 71
Hinh 3.54. Don dd thi li8n thANG G(7, 9). ..eveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 71
Hinh 3.55. CAC cy KhuNg CUA G........oceevieiieeee e 72
Hinh 3.56. DO thi G .oovvvviveivcieiiee s 73
HINh 3.57. DO thi Gevvveveeeceeeeeeeeeeeeee ettt 74
Hinh 3.58. Kruskal d6 thi G(9, 16) ......cveveiueiieieeriiieiietessieeseesesss s 75
Hinh 3.59. Kruskal don d6 thi G1 (6, 9) ....ovuveeveeeeeeieeeeeeeeeeeeeeeeee s 76
HINN 3.60. CAY KNUNG Tvvvvvvveeeeeeeeeeeeeeseseseseesssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnenes 76
HiNh 3.61. CAY KNUNG Touriiuiiiieicceee et 76
HINN 3.62. CAY KNUNG Tavvvvvvveeeeeeeeseeeeesesessssesesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssseees 77
HINh 3.63. CAY KNUNG T4.viiieiieieceece et 77
Hinh 4.1. CAC 1021 CONE CO DAN .....ecvveeeeeceseees ettt 84
Hinh 4.2. Ban d6 Karnaugh cho 2 bién, 3 bién, 4 bién tuong ¢ng (a, b, C)............ 85
Hinh 4.3. Ban d6 Karnaugh 2 bién Hinh 4.4. Ban d6 Karnaugh 3 bién ................. 86
Hinh 4.5. Ban d6 Karnaugh 4 DIEN............ccoiriieeeeeeeeee e 86
Hinh 4.6. Cac ban d6 Karnaugh cho nhitng khai trién tong cac tich ...................... 87
Hinh 4.7. Pon gian hoa khai trién tong CAc tich .........ccoeeveeeeveeeeeeeeeee e, 87
Hinh 4.8. Pon gian ham Boole bang ban d6 Karnaugh .............cccceevveevecvvieeen. 88



Bang 2.1.
Bang 2.2.
Bang 2.3.
Bang 3.1.
Bang 3.2.
Bang 3.3.
Bang 3.4,
Bang 3.5.
Bang 3.6.
Bang 3.7.
Bang 4.1.
Bang 4.2.
Bang 4.3.
Bang 4.4,
Bang 4.5.
Bang 4.6.
Bang 4.7.
Bang 4.8.
Bang 4.9.

Y

DANH SACH CAC BANG

SO FIDONACCH NO NNATNG ..ottt 34
Phuong 4n AP XEP 8 NAU .........veeeeeeeeeeee et 37
Phuong 40 XEP NAU......c.cvevieeeieeeeeeeeeeesee et 38
Biéu didn Ma tran K& G(5, B) ....oveviereeeeeeeeeieeseeeseeesee e 50
Bicu didn Ma tran K& G(B, 8) ......covvveeeieeseieeesiieeeeeeseseeeseesess s 50
Bicu didn ma lien thudC G(5, 7)..uvreeeeeieeeeieeeeeeeeeeeeee s 51
Biéu didn ma tran lién thUdC G(B, 8) .....veveeeeeeereeeeeeeeeeeeee e 52
Két qua td mau hé thdng giao thoNG...........cveeeveeveeeieeeeseeeeeseeseae 68
K&t qUA t6 MAU A0 thi G(7, 16) ... 69
Sép xép canh theo trong s6 ting dan G1(6, 9) ....covevvveeveereeeseeeeeeeae, 76
BicU diBN hAM F(X, ¥) S XY corieeeeeeeieeeeeeeeee e e eses s 83
BicU diBN hAM F(X, ¥, Z) S XY T Zeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e es s 83
(OF: Toll P Lo g =100 ] [= 00 O RV ) PSS 84
Nhom bit 1 cia ham FX,y,Z = XyZ + XYZ + XYZ + XY Z cecovvvrereeennn, 89
T6 hop CAC tiéU hang DIEU thTC........c.oveeeeeeeceeee s 89
Két qua cuc tiéu hda ham FX,y,z = XYZ + XYZ + XYZ + XY Z.vovvereernnen. 90
Biéu dién ham Fw, X, ¥, Z DANG ChAN tri........ovveeeeececceeeeeee e 90
Nhém bit 1 cyc tiéu héa ham Fw, x, V) Z eeeteenieaee e 91
T6 hop CAC tiéU hang DIEU thTC........c.oveeeeeeeeceeeeeee s 91

Bang 4.10. Két qua phuong phap Quine - McLusKey ham Fw, X, ¥, Z.......c..cc........ 91



Vi

LOI GIOI THIEU

Toan roi rac hay con goi Toan hoc danh trong May tinh la mot mén toan danh
riéng dol véi nganh Cong nghé Thang tin. Toan roi rac nghién ctru cac linh vuc va
giai quyét cac bai toan trén cac dbi tuong roi rac dung dé dém cac 601 ‘tugng, va
nghién ctitu cac mdi quan hé giira cac tap roi rac. Mot trong nhirng yéu t6 1am mon
hoc nay tré nén quan trong la viéc luu trix, Xt ly va biéu dién nhiing théng tin ma
con nguoi nap vao cho may tinh dudi ngdn ngir hinh thic cua con nguoi. Chinh vi
vay, Toan roi rac 1a mén hoc bt budc trong chwong trinh dao tao Cong nghé
Thoéng tin va Dién tir Vién thong. Song song do, trong mén hoc nay ching ta sé s
dung ngdn ngit lap trinh C dé minh hoa cac bai tap doi voi mdi chuong. Tai lidu
dugc trinh bay gom c6 bén chuong.

Chuong 1. Trinh bay nhiing kién thirc co ban vé quan hé; biéu dién quan hé va
cac phép toan lién quan ciing nhu nhitng ng dung lién quan.

Chuong 2. Trinh bay nhiing kién thirc co ban vé Ly thuyét t6 hop thong qua viéc
giai quyét ba bai toan dién hinh d6 1a: Bai toan dém; Bai ton ton tai va bai toan
liet ke.

Chuong 3. Trinh bay nhiing kién thirc co ban vé D6 thi, cling nhu chi trong gidi
thiéu va giai quyét cac bai toan trong tim nhu bai toan Tim dudng di ngan nhat va
cac bai toan tng dung to6 mau do thi.

Chuong 4. Ly thuyét ham dai s logic 1a co s¢ dé nam bat nhitng van dé phuc
tap cua ky thuat may tinh.

M3ic du rat can than trong qua trinh bién soan, tuy nhién tai liéu khong thé tranh
khoi nhitng thiéu st va han ché. Rat mong nhan dugc sy gop ¥ quy bau cua tat ca
ban doc. Moi su dong gop xin gtri vé email dungpt@dau.edu.vn.
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1

CHUONG 1. QUAN HE
6i lién hé gitta cac phan tir cua cac tap sé duoc ban luan trong chuong
nay. Ngay nao chung ta cling hay thuong gap cac su lién hé véi nhau,
chang han gittra mot doanh nghiép véi sé dién thoai caa ho, mot nhan
vién véi tién luong cua anh ta, hay mdi lién hé giira mot truong dai hoc véi sinh
vién cua truong do.

Trong tin hoc thi ching ta s& nghién ciu cac méi lién hé gitta mot chuong trinh
véi mot bién ma chwong trinh d6 st dung, gitta mot ngdn ngir véi mot cau 1énh
ding dung trong ngon ngir do,...

1.1. Quan hé hai ngdi va cac tinh chat
1.1.1. Pinh nghia va cac vi du

Dinh nghia 1.1. Cho hai tap A, B khac rdng. Mot tap con R cua tich Descartes
A x B duoc goi 1a quan hé hai ngdi R tir A vao B hay 1a mét tap hop chua tat ca
cac bo co dang (a, b) véi a la mot phan tir caa A va b 1a mot phan tir cia B.

AxB={(a, b)ae A beB}

Trong do, tap A duoc goi la mién bién thién (domain), con tap B chinh 1a mién
gia tri (range) cua quan hé.

Nhu vay, tac 1a ® < A x B, hay ching ta c6 thé hinh dung quan hé hai ngoi R
la mot tap tir A dén B duoc biéu dién nhu sau,

Hinh 1.1. Quan h¢ hai ngbi R

Khi d6, néu (a, b) € R thi ta c6 thé viét a R b va doc 1a a c6 quan hé R véi b.
Con néu (a, b) ¢ N thi ta ndi rang a khong cé quan hé R vai b va ky hiéu a xR b.

Chay.

- Néu A = B thi tdp con R cua tich Descartes A x A duoc goi la quan hé trén A,

- Tich Descartes la tap cac cap co tha tu, vi vay quan hé dinh nghia ¢ day la
quan hé c6 hudéng tir A vao B. Chung ta cu hinh dung, cac phan tt thudc tap A Ia
nhitng phan tir xuat phat hoic nhimg phan tir ngudn cua quan hé; con nhitng phan
tir thudc tap B chinh Ia nhitng phan tir dich trong quan hé.

Viduy 1.1. Cho SV16CT = {An, Hoa, Hong}.

SV16DT = {Qudng, Hbéa, Thanh, Nhung}.

Hay dinh nghia 5 phan tir ciia quan hé hai ngdi % tir hai tap trén?

Theo dinh nghia trén, khi d6 quan hé hai ngbi % thda yéu cau I3,

R = {(An, Quang), (An, Héa), (An, Thanh), (Hoa, Nhung), (Hng, H6a)}.
Vidul2.ChoA={123,4,5},B={4,5,6,7}.
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Giasu R ={(1, 4), (2,6), (3,7), (4,6), (5 7)} = Ax B laméot quan hé tu tap A
vao tap B.

Khi @6, c6 5 capquanhévéi RtaclalR4,2R6,3R7,4R6,5NR 7; cac cap
con lai trong A x B khéng c6 quan hé R véi nhau.

Vidul3d.ChoA={1,2,3,4,5,6}. V&imoia b e A tadinh nghia a R b khi va
chi khi a + b 1a mot s6 1¢.

Khi d6 R la mot quan hé tir A vao A, hay R < AX A.
R={1,2),(1,4),(16)(21),(23),(25) (3 2),(34),(3,6), (4 1), (4 3),
(4,5),(5.2), (5 4), (5, 6), (6, 1), (6, 3), (6, 5)}-

1.1.2. Cac phép toan trén tap cac quan hé
1.1.2.1. Phép hep

Dinh nghia 1.2. Hop cua hai tap quan hé R va S duogc goi 12 tap hop tao boi tat
ca cac phan tir thuoc R hoac thuoc S.

Ky hiéu: RUS={(x,¥y)| (X, ¥) € R hoac (x,y) € S}

C6 thé dé hinh dung vé phép toan hop ciaa hai quan hé trén chiing ta cé thé biéu
dién bang biéu d6 Ven nhu sau,

/ / AN
( [ ®mos ]
N\ \ /
EH

S

Hinh 1.2. Hop gitta hai quan hé R U S

Viduld ChoA={1,2, 3,5}vaB=A{1,2,3, 4,6} Cac quan hé¢ R, ={(1, 1),
2.2), (2, 4), (3, 3), (3, 6), (5, 6)} va R, = {(1, 6), (2, 2), (3, 3), (3, 6), (5, 3)}. Hay
xéc dinh R, U R,?

Gidi: Hop cua hai quan hé R, va R, dugc két qua nhu sau,

R, U R, = {(1, 1), 2, 2), (2, 4), 3, 3), (3, 6), (5 6), (L 6), (5 3)}-

1.1.2.2. Phép giao

Dinh nghia 1.3. Giao cua hai tap quan hé R va S 1a tap tao bai tat ca céc phan tur
vira thuoc R vira thudc S.

Ky hiéu: RAS={(x,¥)|(X,y) € Rva(x,y) € S}

Pong thoi, phép giao cua hai tap quan hé trén biéu dién bang biéu do Ven nhu

hinh vé& minh hoa sau,
D

Hinh 1.3. Giao gitta hai quan hé ® N S

Vi du 1.5. Dua trén co s¢ cua vi du 1.4 trén, hay xac dinh giao caa hai quan hé
iRl va 9%29
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Gidi: Dya trén dinh nghia vé phép giao ta c6,
RN R =4{(2,2), 3, 3), (3, 6)}-

1.1.2.3. Phép higu

Dinh nghia 1.4. Hiéu cua hai tap quan hé R va S 1a tap tao boi tat ca cac phan to
thuoc R ma khdng thuoc quan hé S.

Ky hiéu: R-S=R\S={(x,¥)| (X, y) e Rva(x,y) ¢ S}

Chuing ta c6 thé hinh dung minh hoa bang biéu db Ven thé hién phép toan hiéu
nhu hinh bén dudi sau,

[ &S

Hinh 1.4. Hiéu gitra hai quan hé R\ S

Vi du 1.6. Dua trén co s¢ Vi du 1.4 hay xac dinh phep hiéu cua Ry \ R, va R, \
R ?

Giai: Ta co,

Ri\ R, ={(1,1), (2,4), (5 6)}.
R,\ R, = {(L, 6), (5, 3)}-
1.1.2.4. Phép hep thanh

Pinh nghia 1.5. Cho R 1a quan hé tir tap A dén tap B, va S 1a quan hé tur tap B
dén tap C. Hop thanh caa R va S ky hiéu R o S chinh 1a mét quan hé bao gdm céac
cip dugc sap xép (a, ¢), trong dd a € A, ¢ e C, va dbi véi chling ton tai mot phan
teb € Bsaocho(a, b) e ®Rva(b,c) €S.

Vidu 1.7. Tim quan hé hgp thanh cua cac quan hé R va S, trong d6 R la quan
hé tirtap A = {1, 2,3} dntap B ={1, 2, 3, 4} v6i R = {(1, 1), (1, 4), (2, 3), (3, 1),
(3, 4)} va S la quan hé tir tap B dén tap C = {0, 1, 2}, trong d6 S = {(1, 0), (2, 0),
3.1),(3,2), (4, 1)}

Gidgi: R o S duoc tao nén bang cach dung tat ca cac cip dugc sap xép trong R
va S, trong d6 phan tir thir hai cia mdi cap thuoc R phi hop véi phan tir thir nhat
ciia mdi cip trong S.

Caccip (2,3) e Rva(3,1) e Ss€taonénedp (2,1) e Ro S. Bang cach tinh

nhu vay Véi tat ca cac cap duoc sap xép nhu trén, chung ta tim dugc két qua nhu
sau,

RoS={(0), (1), (2 1), 2 2),(@30) (3, 1)}

Vi du 1.8. Cho quan hé ® tr tap SV1 = {Hoa, Hong, Huy, Ngan} vao tap
QueQuan = {ba Nang, Ha Noi, Quang Binh, Quang Tri, Hue}, véi dinh nghia sau,

R = {(Hoa, Pa Ning), (Huy, Quang Binh), (Héng, Hué), (Ngan, Ha Noi)}.
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Quan hé S tir tap QueQuan vao tap SV2 = {Bich, Hing, Nhung, Thao, Hiéu},
véi dinh nghia S = {(Pa Ning, Bich), (Ha Néi, Nhung), (Quang Binh, Thao),
(Quang Tri, Hiéu)}. Timquan hé R o0 S?

Gidi: Quan hé hop thanh giira 9% va S véi két qua xac dinh nhu sau,

R o S = {(Hoa, Bich), (Huy, Thao), (Ngan, Nhung)}.
1.1.3. Céc tinh chét cia quan hé hai ngoi

C6 mét s6 tinh chat duoc dung dé phan loai cac quan h¢ trén mét tap. Trong
phan nay ching ta s& xét nhitng tinh chat quan trong nhat ma thuong dé cap nhiéu
trong quan hé hai ngéi. Ching ta bit dau bang cach dinh nghia mot sé tinh chat co
ban: tinh phdn xa (reflexivity), tinh bdc cau (transitivity), tinh déi xing
(symmetry) va tinh phdn déi xing (antisymmetry). Chang dugc t6 hop lai dé tao
nén cac quan hé hai ngoéi thuong gap do la quan hé twong duong va quan hé thi tu.

Dinh nghia 1.6. Quan hé R trén tap A c6 tinh phan xa néu (a, a) € R dbi voi
moi phan tira € A.

Hinh bén duéi thé hién tinh chat phan xa caa mot quan hé hay biéu dién tuong
minh né nhu mot do thi c6 mot vong khép kin trén mdi phan tir cua mién bién

thién.
Hinh 1.5. Quan hé phan xa R
Vidu 1.9. Xeét cac quan hé trén tap {1, 3, 4, 5} sau day,
R ={(1,1).(1,5), (3 4), (4 1), (4 4),(5.1), (5 9}
R ={(1,1), (156G D}
R ={(1,1).(1,5).(1,4),(3.3).(41),(44).(5 1), 555}
R,={(3 1), (3,5), (4. 1), (4,5), (4,3), (5, 1)}
Rs={(1, 1), (1,5), (1,3), (1, 4), (3,3), (3,4), (4, 4), (5, 5), (5, 3), (5.4)}.
g‘Res,: {G, 4)}. ’

Trong so nhitng quan hé trén quan hé nao co tinh chat phan xa?

Giai: Cc quan hé R; va Rs 1a nhing quan hé c6 tinh chat phan xa vi ca hai déu
chtra tat ca cac dang (a, a), do 1a (1, 1), (3, 3), (4, 4) va (5, 5).

Céc quan h¢ khac khong phai la phan xa.

Vi du 1.10. Quan hé > trén s6 thyc ¢6 tinh phan xa. V6i méi s6 thyc a, ching ta
c6 a > a. Tuong tu, < cling co tinh phan xa, va ca hai quan h¢ nay cling déu co tinh
phan xa trén tap so6 nguyén. Tuy nhién, < va > khdng c6 tinh phan xa boi via < a
va a > a la sai vai it nhat mét gia tri cua a, thuc su chtiing déu sai vai moi gia tri a.

Dinh nghia 1.7. Quan h¢ 9 trén tap A duoc goi la quan hé c6 tinh chéat bic cau
(h’ay tinh chuyén tiep) neu bat ky IGc nao (a, b) € R va (b, ¢) € R thi (a, ¢) € R,
doi vai a, b, ¢ € A. Cu thé hon,

—_—e—— e ————— — ———————

Hinh 1.6. Quan hé bac caucunga R ¢
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Vi du 1.11. Xét quan hé < trén tap c4c s6 nguyén Z. Nghia 1a < 13 tap cac cip sb
nguyén (a, b) sao cho a nhé hon b. Nhu vay, quan hé < c6 tinh bac cau bai vi néu a
< b vab < c, ching ta biét ring a < c. Twong tu, cac quan hé >, > va < trén tap sd
nguyén ciing cé tinh bac cau. Bn quan hé so sanh nay ciing déu c6 tinh chat bic
cau trén tap s thuc.

Vi du 1.12. Trong vi du 1.9 nhitng quan hé nao 1a c6 tinh bic cau?

Gidi: R4, Rs va Rg 1a nhitng quan hé cé tinh chuyén tiép. Nhiing quan hé con lai
khong c6 tinh chat ndy. R, khéng phai chuyén tiép vi (3, 4) va (4, 1) thudc Ry,
nhung (3, 1) khong thudc R;.

Dinh nghia 1.8. Quan hé R trén tap A duoc goi 1a quan hé co tinh chat ddi xing
néu (b, a) € N bat ky khi nao (a, b) € R, véi a, b € A. Quan hé R trén tap A sao
cho (a, b) € R va (b, a) € R khivachi khia=Db, vdia b e R dugc goi la phan
d6i xang.

Piéu d6 c6 nghia mot quan hé 1a ddi xiing néu va chi néu a quan hé vai b s& kéo
theo b quan hé véi a. Mét quan hé 1a phan d6i xtng néu va chi néu khéng c6 cap
nao cua phan tir riéng biét a va b ma a c6 quan hé voi b dong thoi b cling c6 quan
hé voi a. Cac thuat ngir d6i xang va phan d6i xang ¢ day khong c6 nghia doi
nghich nhau, bai vi mot quan hé c6 thé cd ca hai tinh chat nay hoac khéng cé ca
hai tinh chat nay.

Chuing ta n6i rang R 1a doi xing néu no 1a dao cua chinh nd. Nghia 1a R 1a doi
xang néu mdi khi cd a R b ching ta ciing c6 b R a. Hinh bén dudi thé hién hinh
anh minh hoa cta tinh d6i xtng trong d6 thi cia mot quan hé.

<= >

Hinh 1.7. Tinh d4i xtng cua quan hé
Chung ta néi R 1a phan doi xing néu a R b va b N a déu ding chi khi a = b.
Cha y rang mot quan hé phan xang ¢6 theé la phan xa.

(ay

Hinh 1.8. Tinh phan xang caa quan hé

Vi du 1.13. Nhitng quan hé nao trong vi du 1.9 1a d6i xtng, quan hé nao la phan
doi xung?

Giai: Cac quan hé R, va R 1a doi xing vi trong mdi truong hop (b, a) déu
thudc cac quan hé d6 néu (a, b) thudc cac quan hé do.

Déi véi R, didu duy nhat can phai kiém tra 1 ca (2, 1) va (1, 2) déu thudc quan
hé do.

Déi véi R, can kiém chang riang ca (1, 2) 1an (2, 1) déu thudc quan hé R, dong
thoi (1, 4) va (4, 1) cling thudc quan hé do.

Cac quan hé R,, Rs va Re 1a nhitng quan hé o tinh chat phan ddi xang.
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1.1.4. Quan hé twong dwong va quan hé thir ty
1.1.4.1. Quan h¢é twong dwong

Dinh nghia 1.9. Gia st R la quan hé hai ngdi trén tap A. Quan hé R duoc goi la
quan hé twong duong trén A néu R thda man ba tinh chat sau,

- Tinh phan xa: Va e Atac6a R a;

- Tinh d6i xtng: Va,b € Anéuaf bthib R a;

- Tinh bac cau: Va,b,c e Anéua Rbvab RcthiaRc.

Khi % 12 mot quan hé tuong duong va a R b ta viét: a ~ b (R) va doc “a twong
duong b theo quan hé R .

Vidull4. ChoA={1,2,3,4,56,7,8,9}. Trén A ta dinh nghia quan hé hai
ngdi N nhu sau: Va, b € A < a+ b = 2k, vai k 1a mot sé nguyén dwong nao do.
Hay chung minh rang R 1a quan hé tuong duong trén A?

Theo dinh nghia, R 14 quan hé tuong dwong trén A tic 1 ta can chi ra R thoa
man ba tinh chat trén. That vay,

- Tinh phan xa: Vae Atacoa+a=2anénaia.

- Tinh d6i xang: Gia st a,b € Avaa R bkhi doa+b=2k doddob+a=2k
nénb R a.

- Tinh bac cau: Giasira, b, c € Avaa R b, b R c; tac 13,

a+b:2k1Vé.b+C:2k2.

Xéta+c=(2k; —b) + (2k, — b) = 2(k; + k, — b) = 2ka.

Tir d6 suy ra a + ¢ = 2ks, Vi ks 14 mot s6 nguyén duong nao d6, nén a R c. Vay
R la quan hé tuong duong(dpcm).

Vi du 1.15. Cho % 12 mot quan hé trén tap cac sé nguyén Z sao cho a R b néu
va chi néu a = b hoac a = — b. Hay chang minh 9% 1a mot quan hé twong duong?

That vay, R 12 mot quan hé tuong duong tuc 12 ta chi can chi ra %t thda mén ba
tinh chét nhu sau,

- Phanxa: Vae Z,tac6a=anéna R a.

- Péi xang: Giastra, b € Z, khidoa=+bdo do,a R b.

- Bac cau: Giasra, b, c e Z, khiddoa=+bvab=+c. Tirdo suy ra kéo theo a
=+c. Vivaya®h b.

Vay R la mot quan hé tuong duong(dpem).
1.1.4.2. Quan h¢ thir tw

Dinh nghia 1.10. Quan h¢ hai ngoi R trén tap A goi la mét quan hé thu tu néu
no cé ba tinh chat: phan xa, phan d6i xiing va bac cau.

1.2. Biéu dién quan hé

C6 nhiéu cach biéu didn mot quan hé giira cac tap hiru han. Nhu da dé cap mot
trong nhiing céch biéu dién dé 1a liét ké cac cap duoc sip cua nd. Trong muc nay,
chiing ta s& xét hai cach khac dé thé hién cac quan hé doé bang viéc st dung phuong
phap ding ma tran 0 - 1 va phuong phap d6 thi ¢ hudng.




1.2.1. Biéu dién bing ma tran 0 - 1

Cho hai tap hitu han A = {a;, ay, ..., a,} va B = {by, b, ..., by}. Gia st la mot
quan hé tir A vao B, tirc 1a R < A x B. Khi d6, ma tran biéu dién cua quan hé R 13
M3™ = [my] (i = 1,n, j = 1,m) géom c6 n hang va m cot ma mdi phan to m;; &
hang thir i va cot thir j dugce xac dinh nhu sau,

1, aj, b]- e RN
0, a,b; ¢ R

NGi cach khac, ma tran 0 - 1 biéu dién quan hé R c6 phan tir m; nhan gia tri 1
hoac 0 nén ma tran nay con duoc goi la ma tran logic hoac ma tran khéng - mét.
R6 rang khi biét quan hé R ta ludn tim dugc ma tran logic twong tng biéu dién no,
va nguoc lai khi biét ma tran logic thi ta luén xac dinh duoc quan hé R ung véi ma
tran logic.

Vidul.16.Cho A={a, b, c,d, e} vaB={x,y, z t}. Gia st R la mot quan hé
tr Avao B: R ={(a, x), (& t), (b, 1), (c,y), (d, 2), (d, 1), (e, x)}. Hay xac dinh ma
tran biéu dién quan hé R?

Khi d6 ma tran biéu dién quan hé R twong ung sé I3,

mij =

1001
0001
M¥*= 0100
0011
1000

R6 rang tir ma tran trén, ching ta dé dang xac dinh dugc quan hé R. Bong thoi,
cac s6 1 biéu dién trong M5** cho thay rang c6 tat ca 7 phan tur ¢ cac vi tri (i, j)
twong tng trong ma tran thudc quan hé R.

Vi du 1.17. Cho Lop = {16CT, 16DT, 15XD, 14DH} va Khoa = {Cbng nghé,
Xay dung, Kién truc}. Gia sir R 1a quan hé tir Lop dén Khoa va dugc dinh nghia
nhu sau,

R = {(16CT, Cong ngh¢), (16DT, Cong ngh¢), (15XD, Xay dung), (14DH, Kién
trac)}.

Hay biéu dién ma tran khong - mot thé hién quan hé R trén?

Khi d6 ta c6 ma tran khong - mét biéu dién quan hé R 13,

M;}?xB —

O = OO

100
100
010°
001

Vidu1.18. Cho A={1,2 3} vaB = {1, 2}. Gia sit R < A x B, v6i % = {(a, b)|
Va € A, Vb € B, a>b}. Hiy xac dinh ma tran 0 - 1 nao biéu dién quan hé R néu
a=1,a=2,a=3vab;=1,b,=2?

Giai: Quan hé R duoc dinh nghia nhu trén, tac 1a R = {(2, 1), (3, 1), (3, 2)}.

Vay ma tran biéu dién quan hé R tuong Gng sé 13,



Cac s6 1 trong ma tran trén gitp ching ta biét duoc rang cac cap (2, 1), (3, 1),
(3, 2) thudc R. Céc sé 0 cho thay rang cac cap ¢ céc vi tri (i, j) con lai khéng thudc
quan hé R.

Vidu 1.19. Cho A = {ay, &y, as} va B = {by, by, b, bs, bs}. Céc cip sap nao thudc
quan hé i} < A x B duoc biéu dién boi ma tran sau,

01000
M3 = 10110 ?
10101

Gidi: Vi %t gom cac cip duoc sap xép (a;, by) véi m; = 1, nén ta co,

R = {(a11 bZ)’ (a21 bl)’ (aZ’ b3)1 (aZ’ b4)! (a3! bl)! (a3! b3)l (a3s bS)}

Nhgn xét. Bang phuong phap bicu dién quan hé theo ma tran 0 - 1, va chiing ta
co th@ noi rang ma tran cta mot quan hé trép mot tap la mot ma tran vudng va no
c6 thé duogc dung dé xac dinh moét so6 tinh chat cu thé cua quan hé.

Chuing ta biét rang, quan hé R trén tap A cd tinh chat phan xa néu cap (a, a) € R
V6i moi a e A. Nhu vay, MI¥™ c6 tinh chét phan xa khi va chi khi m;; = 1, véi i = j
=1,n,hay (a, ) e Rvéii=j=1,n.

_N6i mot cach khac % 1a phan xa néu moi phan tir trén duong chéo chinh ciia My,
deu bang 1.

Hinh 1.9. Ma tran 0 - 1 biéu dién mot quan hé phan xa

Quan hé % 1a dbi xting néu (a, b) € N kéo theo (b, a) € R. Do d6, ma tran biéu

dien quan hé R trén tap A = {ay, a,,..., a,} duoc goi la doi xirng néu va chi néu,
(a5, &) € R, V (a;, qj) € R.
Hay: A 1.
m;; =m; =0

Do d6, ma tran My, c6 tinh chat d6i xtmg thda diéu kién m;; =my V6 I,j =

1, n.

Hinh 1.10. Biéu dién quan hé dbi xtng bang ma tran 0 - 1
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Ngoai ra, quan hé R c6 tinh phan dbi xang néu va chi néu (a, b) € R va (b, a)
R kéo theo a = b. Pong thoi, khi d6 ma tran My, tha tinh chat nay néu m;; = 1 thi
m;; = 0 vé6i i # j. Dang ma tran biéu dién quan hé phan déi ximg dugc minh hoa
nhu hinh duéi sau,

1
0

@) o)

1
Hinh 1.11. Biéu dién quan hé phan di xtng bang ma tran 0 - 1
Vi du 1.20. Gia sir quan hé R trén mot tap duoc biéu dién bai ma tran sau,

1 1 0
M3¥**=1 1 1.
0 1 1

R c6 cac tinh chat phan xa, dbi xang, va’hoic phan déi xung hay khéng?

Gigi: Vi tat ca cac phan tur trén duong chéo chinh ctia ma tran nay déu bang 1,
nén R co tinh chat phan xa. Ngoai ra, vi Mg; 1a ddi xting, nén co thé suy ra R ciing
c6 tinh chat ddi xtimg. Pong thoi ching ta dé dang thay rang, % khong c6 tinh chat
phan d6i xting.

1.2.2. Céc tinh chat, phép toan ciaa quan hé biéu dién bang ma tran

Mét cach biéu didn quan hé chinh 1a thé hién bing ma tran 0 - 1. Ma tran nay
con duoc goi 1a ma tran zero - mot thuong duoc dung dé biéu dién cac cau tric roi
rac. Cac phép toan Boole sir dung dbi véi cac ma tran 0 - 1 d6 1a phép hop, phép
giao dé tim cac ma tran biéu dién cua céc quan hé.

Dinh nghia 1.11. Gia str R, va R, 14 cac quan hé trén tap A duoc biéu dién boi
cac matran 0 - 1 twong tng la My, va My, , tic la gia sa My, = [a;] va My, = [b;j]
Véi kich thuée m x n. Khi d6, hop cia My, va M, , duoc ky hié¢u la,
1,néua;; =1 hoach;; =1

M, gw =My UMy = a\/b = ’ \ \ .
AV I iz by 0, cac truong hop con lai

Vi du 1.21. Gia sir cac quan hé R, va R, trén tap A duoc biéu dién bai ma tran
sau,

Tim ma tran biéu dién R, U R,?
Giai: Ma tran biéu dién hop cua hai quan hé trén I3,

101 101 101
RiUR, =My vMy, = 1 0 0 v O 1 1 =11 1.
010 100 110

Dinh nghia 1.12. Gia st My, va My, 13 hai ma tran 0 - 1 biéu dién twong tng
hai quan hé R, va R, trén tap A. Khi d6, giao cua hai ma tran nay duoc xac dinh
nhu sau,
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1,néua;; =1vab;; =1
Moo, = Mo, O My, = aij Abyj = 0, cac trlzf](‘)’ng hop (L:](‘m lai’
Vi du 1.22. Dya trén co s& cua vi du 1.21, hdy tim ma tran biéu dién 97, n 92,?
Gidi: Ma tran biéu di&n giao cua hai quan hé trén duoc két qua nhu sau,
1 0 1 1 0 1 1 0 1
RiNR=My AMy,=1 0 0A0 1 1 =00 0.
7 010 100 000
Ngoai ra, ching ta c6 thé xac dinh ma tran hop thanh biéu dién qcéc quan hé. Ma
tran nay tim dugc bang cach dung tich Boole cta cac ma tran biéu dién cac quan
hé do, va nd dugc xac dinh nhu sau,
ROoS=My,s= MyoMs = ajrby; Vv apAbyj V..V auAby;
Poéng thoi, ma tran hop thanh biéu dién hai quan hé ciing c6 thé dugc dung dé
tim ma tran biéu dién R". Cu thé 13,
Myn = My = Myo My'o...o My,
Vi du 1.23. Tim ma tran biéu dién quan hé R o S, néu biét ma tran biéu didn R
va S la,

0 1
Myp=1 1 0 vaMg=
0 0

5 O = =
-0 O
S O
== O

Gidi: Ma tran biéu dién phép hop thanh cua hai quan hé ang véi hai ma tran trén

duoc xac dinh nhu sau,

«

1 1 1
Myos= MyoM¢= 0 1 1 .
0O 0 O
Vi du 1.24. Tim ma tran biéu din quan hé %2, biét ma tran biéu dién R nhu sau,
0 1 1
Myp= 1 0 17
0 1 0
Gidi: Ma tran biéu dién hop thanh caa quan hé %% dugc két qua nhu sau,
1 1

1

My=Mj; =MyoMy= 0 1 1.
1 0 1

1.2.3. Biéu dién quan hé bing d6 thij ¢é huwéng

O céc noi dung trén, ching ta da dé cap mot quan hé co thé biéu dién biang cach
liét k&, hay dung ma tran O - 1. Ngoai ra c¢6 thé ndi con mot cach quan trong khac
biéu dién quan hé d6 chinh 13 dung phuong phap d6 thi.

Cho tap hitu han khac rong A = {ay, ay,...,a,}.

Khi ¢6 mot quan hé R < A x A c6 thé dugc biéu didn bang mot d6 thi ¢ huéng
nhu sau,

- Mai phantira € A duoc xem la mot dinh cua db thi.

- Vi (a, b) € R hay a R b thi tén tai mot cung di tir dinh a dén dinh b.



11

chay.

- Néu (a, a) € R thi ta c6 mot khuyén tai dinh a: 2

- Néu (a, b) ¢ R thi khdng cé mot cung nao di tir a dén b.

Ciing nhu d6i véi cach biéu dién quan hé bang ma tran, véi mdi mot quan hé R
cAXxAta c6 thé biéu dién quan hé dé bang do thi c6 huéng va nguoc lai, irng Vi
moi mot do thi ¢c6 hudng ma cac dinh thuoc tap A cé thé xac dinh dugc mot quan
hé R trén A, sao cho nd nhan d6 thi la dang biéu dién caa chinh no.

Bén canh do, phuong phap biéu dién nay c6 thé dugc dung dé xac dinh xem
quan hé do6 c6 mot so6 tinh chat nao d6 hay khong, cu thé hon,

- Quan hg cd tinh chat phan xa neu va chi néu cé mot khuyén ¢ tat ca cac dinh
cua do thi co huong.

s
‘b o

Hinh 1.12. Biéu dién tinh phan xa R bang d6 thi
- Quan hg co tinh doi xtng, néu va chi néu doi véi mdi mot canh giita céc dinh
phan biét trong d6 thi c6 huéng cua né déu c6 mot canh c6 hudng ngugc lai, tac la
(X, y) thuoc quan hé thi lubn ton tai (y, x) thuoc quan hé doé.

@

®_G

Hinh 1.13. Biéu dién tinh d6i xing R bang d6 thi
- Tuong tw, Mot quan h¢ 1a phan ddi ximg, néu va chi néu khdng bao gio ¢6 hai
canh nguoc hudng ndi clng cap dinh phan biét.
- Cubi cung, mot quan hé 1a bac cau, néu va chi néu mdi khi ¢ mot canh ndi
cap dinh a véi b, va mot canh ndi cap dinh b véi ¢, thi cling c6 mot canh ndi cap
dinh a vai ¢, tuc la,

Hinh 1.14. Biéu dién tinh bac cau R bang d6 thi

Vidul25.ChoA={1,2,3,4,5 6}vaquan hé R < A x A dugc xac dinh nhu
Sau.

R={(a,b)|VabeA;(a—>b):2}
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Hay biéu dién quan hé 9% theo ca ba phwong phép trén?
Giai:
- Biéu dién quan hé R theo cach dinh nghia, tic 3,
R={(1,1),(13),(15)(22),(24),(26), (3 1), (3 3), (3,5), (4 4),
- (46),(42),(5,1),(5,3),(55),(6,2),(6,4), (6, 6)}
- Biéu dién quan hé R theo phuong phap ma tran 0 - 1, ta co,

101010

010101

M6X6 — 101010

7 010101

101010

o . 010101

- Biéu dien quan hé R bang phuong phap do6 thi, ta co,

)
-2 D~

Hinh 1.15. C4c tinh chat cua quan hé R
1.3. Bao dong cuaa quan hé
M6t mang may tinh ¢ cac trung tam dir liéu duogc dit tai cac dia diém nhu
Boston, Chicago, Denver, Detroit, New York, va San Diego. Cac duong day dién
thoai mot chiéu truc tiép tir Boston dén Chicago, tir Boston dén Detroit, tir Detroit

dén Denver, tir Denver dén New York, va tir New York dén San Diego.
Chicagg New York

Boston San Diego

Detroit

Hinh 1.16. Biéu dién md hinh mang may tinh
Cho % 1a quan hé chua cac cap (a, b) néu c6 mot day dién thoai ndi tir trung tam
dix liéu & a dén trung tam dix liéu & b. Lam thé nao dé xac dinh c6 mot duong lién
lac ndo d6 (c6 thé 1a gian tiép) bao gom mot hoac nhiéu dudng dién thoai tir trung
tam nay dén trung tm khéac hay khong? Vi khong phai cac duong lién lac déu la
truc tiép, chang han tir Boston dén Denver phai qua Detroit, nén khéng thé dung R
dé tra 10i truc tiép cho cau hoi nay. Theo dinh nghia quan hé da dé cap thi % khong
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phai la chuyen tiép nén né khéng chira tat ca cac cip co thé lién lac voi nhau.
Nhu:ng diéu do s& duoc dé cap rd trong muc nay, ching ta co thé tim duoc tat ca
cac duong lién lac giira cac cap trung tdm dix liéu bang céch thiét 1ap mot quan hé
chuyén tiép ngin nhat ma chia R. Quan hé lic nay goi 1a bao déng chuyén tiép
(hay bao dong bac cau hoic bao dong truyén ung) caa R.

TOm lai, néu R 1a mot quan hé trén tap A thi R c6 thé ¢ hoic khdng c6 mot
tinh chat P nao d6 nhu tinh phan xa, tinh d4i x&ng hay tinh bic cau. Néu c6 mot
quan hé S c6 tinh chat P va chtra 9% sao cho S 1a mot tap con cua tat ca cac quan hé
c6 tinh chat P va chtra R, thi S duoc goi 1a bao dong cua R ddi voi P. Ching ta s&
nghién cru cach tim bao dong cua cac quan hé phan xa, dbi xang, va bac cau.
1.3.1. Pinh nghia bao dong quan hé

Dinh nghia 1.13. Gia sit R < A x A, bao dong phan xa ctaa quan hé R ky hiéu la
R,x 1a Mot quan hé méi chra R va nhé nhat thda tinh chat phan xa caa mot quan
hé.

Vi du 1.26. Cho quan hé R duogc dinh nghia trén tap A = {1, 2, 3} va cu thé nhu
sau,

R={(1,1), 1 2),(21), @32}

Hay xac dinh bao dong phan xa cua quan hé R?

Gigi: Ta thay rang, quan hé R dugc dinh nghia nhu trén khong thda tinh chat
phan xa.

Vi vay, theo dinh nghia bao dong phan xa cua quan hé R duoc xac dinh nhu sau,

={(2,2),(3,3),(1,1),(1,2),(2,1), (3,2)}.

Nhu;’ vay chung ta thdy duoc rang cach xac dinh bao dong phan xa cua ER bang
viéc bo sung thém tat ca cac cap (a, a) voi a € A ma chua co6 trong R, viéc bo sung
thém nhitng cap nay sé tao ra mot quan hé mai cé tinh phan xa.

Vidu 1.27. Tim bao dong phan xa cua quan hé % = {(a, b)| a < b} trén tap cac
SO nguyén?

Gigi: Dé xac dinh bao dong phan xa cua quan hé R trén, ta thuc hién thong qua
hai budc,

Budgc 1. Tim mot quan hé méi dé thda tinh chat phan xa trén .

A={(a,a)la=a,ae Z}.
Budc 2. Bao dong phan xa cia quan hé la,
Rx=RUA={(a,b)a<b}u{(a,a)a=aaecZ}={(a b)asb}.

Dinh nghia 1.14. Gia st R ¢ A x A, bao dong doi xang cua quan hé 9t ky hiéu
R4x chinh 1a mot quan hé mai sao cho chira R va cé tinh doi xtng.

Vidu 1.28. Gia sir R dugc dinh nghia trén tap A = {1, 2, 3} Vi,

f={11).12),(@22),(3) 1 G2}

Hay xac dinh bao dong doi xaing cia quan h¢ trén?

Gidi: Bao déng dbi xitng cua quan hé R 13,

={1,3), (1), (1, 1), (1, 2), (2, 2),(2,3), (3, 1), (3, 2)}-
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Gia sir quan hé R da dinh nghia khong c6 tinh bac cau. Lam cach nao dé tao ra
dugc mot quan hé mai [R] tirc 1a bao dong bac cau nho nhat chira R va thda tinh
bac cau.

Diéu d6 c6 thé duoc thuc hién bing cach bd sung thém tat ca cac cip dang (a, c)
€ [R], trong d6 (a, b) € R va (b, c) € K.

Hay xét quan hé R = {,(1, 31), (1, 4), (2, 1), (3, 2)} trén tap {1, 2, 3, 4}. ngn hé
R ‘trén khéng thda tinh bac cau \{i (1,3) e Rva(3 2 e R, nhung khéng ton tai
phan tr (1, 2) € N, ... Vivdy, dé xac dgnh dugc bao dong bac cau caa quan hé R
trén ching ta can bo sung thém 4 cap phan tir d6 1a (1, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 1).

Nhu vay, bao dong bac cau quan hé R chinh I3,

[R]=R"={Q, 3),(1,4),(2,1).3,2), (1,2),(2,3), (2, 4), 3, 1)}

Tuy nhién, bao dong bac cau vira tim dugc khdng thda tinh bac cau cua quan hé,
cuthé dola (1, 3) € [R]va (3,1) € [R] nhung (1, 1) ¢ [R]; hay (3, 1) € [R] va
(1, 4) € [R] nhung (3, 4) ¢ [R].

Piéu d6 chiing to viéc xac dinh bao dong bac cau phirc tap hon nhiéu so véi viéc
Xay dung cac bao dong phan xa hodc doi xing. Vi vay, chling ta s& chung to rang
Viéc tim bao dong bac cau cua mot quan hé twong duong véi viée xac dinh cac cap
dinh trong d6 thi c6 hudng bicu dien quan hé do dugc noi chi bang mét duong di.
Nhin chung giai quyet van dé nay dua trén viéc xay dung cac thuét toan dung dé
xac dinh cac bao dong bac cau thong qua cac quan hé lién théng.

1.3.2. Thuit toan xac dinh bao déng bic cau
1.3.2.1. Thudgt toan 1
Thuat toan 1. Xac dinh bao déng bic cau
Function bao dong bac cau (Mg: matran 0 - 1 n x n){
A = Mg;
B=A;
for(i=2;i<=n;i++) {
A = AOMy, ; /* d6 phtc tap 1a n*(2n-1)*/
/* B 1a ma tran 0 — 1 biéu din quan hé bac cau R*/
B =B v A, /* d6 phuc tap Ia (n — 1)n’ phép hop*/ }}

Chuing ta c6 thé d& dang tim duoc sb phép toan bit duoc dung bai thuat toan 1 dé
xé4c dinh bao dong bac cau cia mot quan hé. Tinh cac lily thira Boole My, M3,...,
M?, @6i hoi phai tim (n — 1) tich Boole cta cac ma tran khdng - mot n x n. Mdi tich
Boole nay c6 thé tinh dugc bang cach dung n’(2n — 1) phép toan bit. Do do, cac
tich ndy c6 thé tinh dugc bang cach ding n?(2n — 1)(n — 1) phép toan bit.

Dé tim M, tir cac liy thira Boole bac n cua My, ta can phai tinh (n — 1) phép
hop cua cac ma tran khong - mot. Tinh mdi hop can n® phép toan bit. Vi vay,
ching ta can (n — 1)n? phép toan bit dé tinh cac hop. Do d6 khi dung thuat toan 1,
s6 budc chiing ta s& thyc hién 1a n*(2n — 1)(n — 1) + (n — 1)(n — 1)n” = 2n’(n — 1),
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tuong ung co thé noéi do phuc tap cua thuat toan nay la O(n*) cac phép toan bit dé
tinh ma tran biéu dién bao dong bac cau cia mot quan hé trén tap A gdm n phan tu.
Vi du 1.29. Tim ma tran khéng - mot biéu dién bao dong bac cau R ¢ vi du néu
trong bai toan?
Gidi: Theo thuat toan tim bao dong bac cau ching ta sé& thuc hién lan luot nhu
sau,
Pau tién, ching ta s& biéu didn 9% bang ma tran khéng - mot nhu sau,
0011
1000
0100°
0000
Theo thuat toan 1, ma tran biéu dién bao dong bac cau can tim chinh 1a hop cua
cac ma tran khong - mot biéu dién n liy thira dau tién caa R. Hay,

Mg?=

Mg = MyvME vMy vMy, 1)

0011 0011 0100

o 1000 1000 _ 0011
Trong d6: My = MuOMz= 1 160 O 6100 = 1000
0000 0000 0000

0011 0100 1000

3 » 1000 0011 0100
MW‘MWQMW_0100®1000_0011
0000 0000 0000

0011 1000 0011

4 ;1000 0100 1000
MW_MW@MW_010060011_0100
0000 0000 0000

Nhu vay, theo (1) ta cd,

0011 0100 1000 0011 1111
MW_1000V0011V0100v1000=1111
0100 1000 0011 0100 1111°
0000 0000 0000 0000 0000
Tuy nhién, mot thuat toan khac hiéu qua hon dé xac dinh bao déng bic ¢

1.3.2.2. Thudt todn Warshall

Thuat todn Warshall - goi tic cua Spephen Warshall dugc cong bd nam 1960.
Thuat toan 1 c6 thé tim bao dong bac cau cia mot quan hé trén tap n phan tir véi so
bugc thyc hién tinh toan la 2n’(n — 1) phép toan bit. Tuy nhién, bao dong bac cau
duoc tim bang thuat toan Warshall chi can ding 2n® phép toan bit.

Thuat toan Warshall tinh M bang cach tinh W = Mg, W, ..., W, = M 4. Gia
str, cho Wy = Wij la ma tran khong - mot & budce tha k ¢ phan tr mang gia tri 1
g vitri (i, j) néu va Ch1 néu c6 mot canh di tir dinh v; dén dinh Vj voi cac dinh trong
thudc tap {v1, Vo, ..., vict thi phan tir & bude thir k duoc xac dinh nhu sau,

Wij o= Wij vV Wik k-1 N Wij
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trong do, i, j va k 1a cac s6 nguy@n khong vuot qué n.

Diéu nay c6 nghia la hoic mot duong di tir v; dén v; da ton tai trude khi v, duoc
phép nhu mot dinh trong hoac viéc cho phép v nhu mot dinh trong tao ra mot
duong di tir v; dén vy va sau d6 tlr vy dén v;. Hai truong hop nay dwoc minh hoa
nhu sau,

Truong hop 1,
L =9 =9 -2 & @ ® @ o =
Vi \ \ J Vj
Moi dinh trong thuoc
{Vll V21 ey Vk-l}
Truong hop 2,
Vi
T \‘.\-\
/\ /-\” .
" T
— Moi dinh troms thudc -
Vi V1, Vo, .., Via} Vi

Hinh 1.17. Minh hoa thuat toan Warshall
Déng thoi, thuat toan Warshall duoc biéu dién nhu sau,
Thuat toan 2. Thuat toan Warshall
function Warshall( Mg: ma tran khong — mét n x n){
W = Mg;
for(k =Lk<=nmk++){
for(i=1i<=ni++){
forj=1j<=n;j++)
Wij = WijV Wik AWy
W= w; laMg */
1

Véi co sé cua thuat toan Warsall trén ching ta ¢d thé danh gia rang do phuc tap
cua thuat toan chinh 1a O(n®).

Vi du 1.30. Dya trén vi du 1.29, hiy xac dinh bao déng bac cau caa quan hé R
ap dung Thuat toan Warshall?

Gidi: Patv, =1, v, = 2, v3 = 3, v, = 4. W, 1a ma tran biéu dién guan hé R. Do

do,
0011
1000
W"_M”?_0100
0000
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Wi 6 giatri 1 ¢ vi tri (i, j) néu c6 mot duong di tir v; dén vj va duong di nay cé

v, = 1 1a dinh trong 1a {1}, néu c6. Theo thuat toan Warshall, ta c6,

0011

1011
0 0°
0 0
W, ¢6 1 ¢ vi tri (i, j) néu c6 mot dud
va/hoac v, = 2 hay véi cac dinh trong chin

W1=

Q-hOO

i tir v; dén Vi va duong di nay co vy
2}. Ta co,

1

0

ng
hla

0

0

WZ = 1
0

O =R = O
O R R

1,
1
1
1°
0
Vi

W; ¢6 1 & vi tri (i, j) néu c6 mot duong di ti
3}. Tir do ta o,

=

dén v; véi cac dinh trong la {1, 2,

W3 =

O R R
O R R

1
1
1
0

O R R

Cudi cling, W, ¢6 1 & vi tri (i, j) néu c6 mot dudng di tir v; dén v; véi cac dinh
trong chinh la {1, 2, 3, 4}. T d¢,

W4:M5}7*:

O R R
O R R
O R R
=R

Ma tran M, chinh 1a ma tran biéu dién bao dong bac cau caa R.
1.4.  Quan hé n ngbi va rng dung

C6 thé n6i ring, cac moi lién quan giira cac phan tir cta hon hai tap ciing thuong
xuat hién. Vi dy, mot méi lién quan gitra tén sinh vién, nganh hoc, va diém trung
binh cua mot sinh vién. Tuong ty, cling 6 mdi lién quan gira hang xe 010, sb hiéu
chiéc xe, noi san Xuat, noi tiéu thu, thoi diém xuat, thoi diém nhap caa mot chuyén
xe. Mot vi du khac trong chuong trinh tin hoc gia sir tim s6 16n nhat trong ba s, cu
thé hon nita la bai toan thé hién méi lién quan giira ba s6 nguyén, trong d6 so thi
nhat 1on hon sé tht hai, va sb th hai lai 16n hon sé thi ba.

Chuing ta s& nghién ciru mdi lién quan gitra cac phan tir caa hon hai tap trong noi
dung nay. Nhitng mai lién quan d6 duoc goi 1a quan hé n ngdi. Nhitng quan hé
nay dugc dung dé biéu dién cac co s& dit liu may tinh. Nhitng biéu dién d6 giup
ching ta tra 1oi nhitng cau hoi vé cac thong tin duge luu trir trong co sé dit liéu,
chang han nhitng chuyén bay nao s& ha canh xuéng san bay Qudc té Pa Nang
khoang tir 1 gid dén 5 gio sang? Nhiing ai ¢ truong ban 1a sinh vién nam hai,
nganh Cong nghé théng tin hoac nganh Kién trac va co diém trung binh trén 3.0?
Nhitng nhan vién nao trong truong ban lam viéc dudi 5 nam va thu nhap trén 6
triéu ddng?
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1.4.1. Pinh nghia quan hé n ngoi

Cho Ay, A,,..., A, la cac tap. Mot quan hé n ng6i trén céc tap chinh la tap con
cia A; X Ay x...x A,. Cac tap Ay, A,,..., A, duoc goi 1a cac mién caa quan hé do,
va n duoc goi la bac cua no.

Vi du 1.31. Cho % 1a quan hé bao gdm cé4c bo ba (a, b, ¢) trong d6 a, b, ¢ 1a cac
sé nguyén voia<b <c. Gia su, luc do (1, 2, 3) € R, nhung (1, 3, 2) ¢ R. Bac cua
quan hé 1a 3. T4t ca cac mién cua n6 déu 1a tap cac s6 nguyen.

Vi du 1.32. Cho R 1a quan hé gdm cac bo bén phan ti (A, S, D, T) biéu dién cac
hdng xe tuwong tng A 14 loai xe, S 1a thoi gian san xuat, D 1a gia xe, va T 1a thi
truong tiéu thu. Néu hdng xe Toyota C - HR 2015 c6 gi4 ban 1a 500 triéu tai Viét
Nam thi ching ta sé xac dinh quan hé tuwong tng chinh la (Toyota C - HR, 2015,
500 triéu, Viét Nam) sé& thudc R va bac 1a 4, véi mién cua né 1a tap tat ca céc loai
xe, tap thoi gian san xuat, tap cac gia ban va tap thi truong tiéu thy. ..

1.4.2. Co sé dir liéu va cac quan hé

Thoi gian can thiét dé thao tac cac thong tin trong mot co sé dit lidu tly thuoc
Va0 Viéc cac thong tin d6 da duoc luu trir nhu thé ndo. Cé4c thao tac bo sung, va xo6a
bst cac mau tin, hay cap nhat cac mau tin, tim cac mau tin tir cac co sé dir liéu
tring lip déu duoc thuc hién hang triéu 1an mdi ngay trong co s& dit liu lon. C6
thé noi nhitng thao tac nay rat quan trong nén ngudi ta da xay dung nhiéu phuong
phap khac nhau trong viéc biéu dién cac co so dir liéu. Ching ta chi & cap mét
trong cac phuong phap va duoc goi la mé hinh dé ligu quan hé dua trén khai
niém quan hé. Mét co s& dit liéu xem nhu mot tap cac quan hé. Mdi quan hé co thé
biéu dién nhu mét bang gié tri, mdi dong trong bang biéu thi mét tap cac gia tri
lién quan véi nhau hay c6 thé néi né chinh 1a mét mau tin gdm céc bo n phan ta
tao nén céac truwong. Cac truong nay chinh 1a cac dé muyc cia bo n phan ta. Vi dy,
mot md hinh di liéu biéu didn Sinh Vién gom bén quan hé minh hoa nhu hinh vé&
bén dudi.

Mo hinh dif liéu Sinh Vién

v Zn sinhvien vITE &0 truong dh Kien truc da nang
2 MSM - int(30) 2 MSMN - int(30)
Ho Tén :varchar(50) Khoa : varchar(50)
Nganh Hoc : varchar(50) Mgéanh Hoc - varchar(50)
# Bliém trung binh :int(20) # 56 lrrong tuyén sinh :int(50)
IMén :warchari40) Mén Hoc : varchar(100)
ﬂ o S En truong dh kinh té ﬂ O S 2n giang vién
@ MSM :int(40) 2 MSM :int(30)

Khoa :varchar(s0}) Ho Tén : varchar(50)
Mganh Hoc : varcharis0) Khoa : varchar50)

# SO lorong tuyén sinh ; int{30) Man ;. varchar(50)
Mén Hoc @ varchar(100})

Hinh 1.18. M6 hinh dix liéu quan hé Sinh Vién
Gia sir trong quan hé sinh vién, cic mau tin vé sinh vién duoc bicu dién duoi
dang cac bo 5 phan tar (MSN, Ho Tén, Nganh Hoc, Piém trung binh, Mon), hay
cac bo 4 phan to nhu trong bang giang vién. Mot co s¢ dir liéu mau gid@ng vién
gom 3 mau tin duoc biéu dién minh hoa hinh sau,
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Showall | Numberofrows: 25 Filter rows: Sorthy key: | None r

+Options
=T- v MSN HoTén Khoa Man

o Edit 3¢ Copy @ Delete 162010 Nguyén Thi Thio Kinn'Té  QuinTriKinh Doanh
o Edit % Copy @ Delste 162012 Nguyén TatPhi Cuimg Cdng Nghé TinBgi Curong

¢ Edit 3¢ Copy @ Delete 232007 Pham Anh Vinh KéTodn  Nouyén Iy k todn

Hinh 1.19. Co s¢ dir liéu gid@ng vién

C6 nhiéu phép toan trén cac quan hé n ngoi dé tao cac quan hé n ngdi méi nhu
phép Insert, hay phép Update... O day chiing ta s& xét hai phép toan cu thé chinh Ia
phép chiéu va phép hop. Phép chiéu tao quan hé n ngdi méi bang cach xda cing
mot sb trudng trong moi mau tin caa quan hé do.

Dinh nghia 1.16. Phép chiéu P, ; ; ;. anhXabo nphan t (a;, a,,, ..., ay) t6i
bo m phan tir (ay, ay, ..., a,,), trong d6 m < n.

N6i cach khéac, phép chiéu P; ; ; ; xoéadin-mphan te cua by n phan tw, giit
lai c4c phan tir thit iy, thit i,.. ., th in.

Vi du 1.33. Tim két qua thuc hién phép chiéu P,, doi véi co sé dit liéu giang
vién cu thé hon gom cac bo 4 phan tir (162010, Nguyén Thi Thao, Kinh Té, Quan
Tri Kinh Doanh), (162012, Nguyén Tat Phu Cudng, Cong Nghé, Tin Pai Cuong)
va (232007, Pham Vian Vinh, Ké Toan, Nguyén Ly Ké Toan)?

Gidi: Phép chiéu P, 4 anh xa cac bo 4 phan tir d6 1an luot dugc két qua minh hoa
hinh bén.

Showall | Numberofrows. |25 Filter rows: Sortby key: | Nana v

+Opfions
“T- v MSN Mon

o Edit 3¢ Copy @ Delete 162010 Quan Tri Kinh Doanh
o/ Edit 3¢ Copy @ Delete 162012 Tin Bai Cuong

o Edit 3 Copy @ Delete 232007 Nguyén Iy ké foan

Hinh 1.20. Biéu dién phép chiéu P, 4 trén co so dit liéu.

Ngoai ra, mot phép toan khong kém phan quan trong dé chinh 1a phép hop. Phép
hop dugc dung dé to hop hai hoidc nhiéu bang thanh mét bang khi cac bang nay c6
cling mot s6 trudng nhu nhau.

Dinh nghia 1.17. Cho R la quan hé bac m va S la quan h¢ bac n. Phép hop J,(R,
S) v6i p < mvap < n, la mot quan hé bac m + n - p chta tit ca cac bo (m +n - p)
phan tir (a1, ..., amp, C1, Cas..., Cpy D1, Ds,..., byyp), trong d6 m bo phan tir (ay,
82,..., amps C1, Cas..., Cp) thudc R va bd n phan tir (cy, Cy,..., cp, by, ba,..., byp) thude
S.

Vi du 1.34. Tim két qua khi thuc hién phép hop d6i véi cac quan hé cho trong
co s& dir liéu d6i voi giang vién va sinh vién thé hién minh nhu sau,
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MSN Ho Tén Khoa Man

< , MSN Ho Tén Ngénh Hoc Diém trung binh  Mdn
162010 Nguyen Thi Thao Kinh Té Quan Tri Kinh Doanh
1209 LuuDoanDing  Quan Tri Kinh Doanh 3 TinDai Cuong
162012 Nguy&n Tat Phi Cuéng Cdng Mghé Tin Bai Curong
2316 Nguyén Tun Anh Thiét K& D6 Hoa 3 TinBai Cuong

232007  Pham Anh Vinh KéToan  Nguyén Iy ké todn

Hinh1.21. Dir liéu giang vién va sinhvien
Gidi: Két qua phép hop tir hai co so dit liéu trén va dugc minh hoa nhu hinh bén
dudi sau:

Show all | Numberofrows: | 25 v Filter rows: Sortby key: | None
+ Options
sn  ho tén

162010 Nguyén Thi Thao Quan Tri Kinh Doanh
162012 Nguyén Tat Phi Cuéng Tin Bai Cuong
232007 Pham Anh Vinh Nguyén Iy ké todn

1209 Luru Boan Diing Tin Bai Currong

2316  Nguyén Tuan Anh Tin Bai Cuong

Hinh 1.22. Minh hoa phép hop J,
1.5. Bai tap
1. Biéu dién cac quan hé trén tap {1, 2, 3, 4} dudi ddy bang cac phuong phap con
lai (v6i cac phan tir duoc liét ké theo thir tu tang dan) sau.
a.{(1,1),(1,3),(24),3,2), 33), (43)};  b.{(1.1),(22),(24), (3,3), (4.4},
c.{(1,2), (1,3), (2,1), 3.1), 3.3), B4},  d.{(1,4),(1.3), (31), (41)}
2. Liét ké cac cap dugc sap xép trong cac quan hé trén {2, 3, 4} twong ttng Vai cac
ma tran sau (trong d6 cac hang va cac cot tuwong tng véi cac sd nguyén duoc liét
ké theo thu ty tang dan).

1 0 1 0 1 0 1 1 1
a0 1 0, b. 0 1 0; c. 1 0 1
1 0 1 0 1 1 1 1 1
3. Lam cach nao dé xac dinh mot quan hé cé 1a phan xa hay khong thong qua ma

tran biéu didn quan hé d6?
4. Cho R; va R, 14 cac quan hé trén tap A dugc biéu dién boi cac ma tran cu thé
sau,

1

0 1 1
MR == 1 1 0 Vé. MR2:
1 0 1

-0 O
=
(SRS )

Hay tim c&c ma tran biéu dién cho,
aRiURy,  b.RiNRy; c. R, o Ry; d. Ri o R,
5. V& cac do thi c6 hudng biéu dién cac quan hé trong bai 2.
6. Cho R la mot quan hé trén tap {0, 1, 2, 3} chua cac cap co tha tu (0, 1), (1, 1),
1, 2), (2, 0), (2, 2) va (3, 0). Tim,
a. Bao dong phan xa cua R? b. Bao dong ddi xung cua R?
7. Dung thuat toan 1 dé tim bao dong chuyén tiép cua cac quan hé trén {1, 2, 3, 4}.
a.{(1,2),(2,1),(2,3), 3,4, 4 1}
b.{(2,1),(2,3),(3,1), (3, 4),(41), 43)}
c.{(1,2),(1,3),(1,4),(223),(24), 6 4}
d. {(1,1),(1,4),(21),(2,3),(3,1),(32), (3,4, 4 2}
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8. DUng thuat toan 1 dé tim bao dong chuyén tiép cua cac quan hé sau day trén {a,
b, c, d, e}.

a. {(a, ¢), (b, d), (c, &), (d, b), (e, d)};

b. {(b, ), (b, e), (c, &), (d, a), (e, b), (e, O)};

c.{(a,b), (c, a), (a e), (b, a), (b, c) (c, a) (c,b) (d a), (e d}

d. {(a,€), (b, a), (b, d), (c, d), (d, a), (d, c), (& a), (&, b), (& c), (e e)}
9. Dung thuat toan Warshall dé tim bao dong chuyén tiép cua cac quan hé trong
cac bai 7 va bai 8.
10. V& cac d6 thi c6 hudng biéu dién cac quan hé trong bai 2.
11. Tao mét bang dit liéu Sinhvien gdm cd 10 mau tin trong d6 Massv lam khoa
chinh nhu sau,

Sinh vien(Massv, Hoten, ngaysinh, malop, phai).

Thuec hién cac phép toan trén quan hé dir liéu nay?
12. Hay tao mot co sé dir lieu QldiemSV gém 2 bang ¢6 cac mau tin bén dudi nhu
sau,

sinhvien

HOSV

khoa TEN
"MAKHOA | MASV
TEMEHOA MNGAYSINH

PHAI
MAKHOA

Bang co so dit ligu QLdiemSV

MAKHOA TENKHOA HOSV TEN  MASV NGAYSINH PHAI MAKHOA
cD CAU DUONG LE VAN TU  KT02  1998-09-12 NAM KT

CT CONG NGHETHONG TIN  NGUYENVAN HAI  TAD4  1997-10-15 NAM NN

KT KIEN TRUC TRANMINH SON  CTO1  1997-09-05 NAM CT

— EDa B VANTHIHA QUYEN TAO2 19970925 NI NN

xD XAY DLFNG

Bdng khoa Bang sinhvien
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CHUGNG 2. LY THUYET TO HOP

y thuyét t6 hop nghién ciru viéc phan bd cac phan tir vao cac tap hop la

mot thanh phan quan trong caa toan roi rac. Chu dé nay da dugc cac nha

khoa hoc nghién cau tir rat lau, vao thé ky thir XVII, khi nhitng cau hoi
vé t6 hop dugc néu ra trong nhirng cong trinh nghién ciru cac trd choi may rui, hay
chang han dung phép dém dé xac dinh d6 phuc tap caa thuat toan,... Thong thuong
cac phan ttr cua tap hop 1a hitu han va viéc phan bé ching phai thda man nhing
diéu kién nhat dinh nao dé tuy theo yéu cau cua bai toan nghién ctu.

Nhin chung dé giai quyét bai toan to hop duoc dya trén nhitng nguyén Iy dém co
s& d6 chinh 12 nguyén Iy cong, nguyén Iy nhan va mét sé nguyén ly khac s& duoc
nghién ctru trong chuong nay.

Nhiéu dang bai toan dién hinh ma ly thuyét to hop dé cap do 1a bai toan dém, bai
toan ton tai va bai toan liét ké.

Bai toan dém. Day 1a dang bai todn nham tra loi cau hoi “Co bao nhiéu cach
phan bd d6i tuong thda man diéu kién?”. Bai toan dém duoc &p dung c6 hiéu qua
vao nhiing cong viéc mang tinh chat danh gia nhu xac suat caa mot sy kién, danh
gia do phuec tap cua thuat toan.

Bai toan liét ké. Bai toan dang nay quan tdm dén tat ca cac cach co thé sap xép
duogc, vi vay 1oi giai cua nd biéu dién dudi dang thuat toan “Vét can” tit ca cac
cach sip xép. Hién nay nhiéu bai toan dang ton tai, hay bai toan dém van chua co
cach nao giai quyét ngoai sir dung phuong phap bai toan liét ké. Phuong phép liét
ké cang tré nén quan trong khi né duoc hd tro bai cac hé théng may tinh.

Bai toan ton tai. Néu nhu bai toan dém dugc thuc hién bang phuong phap dém
c6 bao nhiéu céch sap xép co6 thé co, hay bai toan liét ké tac 12 liét ké tit ca cac
cach co thé ton tai, thi bai todn ton tai lai giai quyét nhitng van dé con nghi van hay
nghia 13 van dé d6 c6 ton tai cach phan bd hay khéng van chua xac dinh.

2.1. M@t s6 nguyén ly dém co ban
2.1.1. Nguyén ly céng

Dinh nghia 2.1. Gia str ¢6 hai c¢éng viéc. Viéc thir nhat c6 thé duoc thuc hién
bang n; céch, viéc tha hai c6 thé tién hanh bang n, cach. Néu hai viéc nay khéng
thé tién hanh dong thoi, khi d6 sb cach d@é giai quyét mot trong hai cong viéc néu
trén la n; + n, cach.

Chuing ta ¢ thé mo rong quy tac cong cho truong hop nhiéu hon hai céng viéc.
Gia str cac cOng Viéc can giai quyét 12 Ty, To,..., T €0 thé 1am tuong (ng bang n;,
Na,..., Ny Cach thuc hién va gia sir khong c6 hai viéc T;, T; ndo lam dong thoi
(i,j = 1,m; i # j). Khi d6 sb cach thuc hién mét trong cac cong viéc Ty, To,..., Tn
la: ny + n, + ... + ny, cach.

Quy tac cong co thé dugc phat biéu dudi dang ngdn ngir tap hop nhu sau,

= Néu A va B la hai tap roi nhau (A N B = @), goi N(AUB) hay AUB la
tong s6 phan tir thudc tap A hoic B thi,

N(A U B) = N(A) + N(B).
, |AU B| = |A| + |B]. 1)
= Neéu A, A, ..., Ay la nhitng tap roi nhau thi,
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N AjUA,U..UA,, =NA4, +NA, +---+N A4,
AiUA,U..UA,, =|A| + |4+ -+ |4, (2)

Vi du 2.1. M6t doan van dong vién thé thao Viét Nam duoc cir di thi diu ¢ nude
ngoai gom 2 mon cir ta va dién kinh. Nam c¢6 24 ngudi. S6 van dong vién thi cir ta
(ké ca nam va nix) 1a 48 nguoi. SO van dong vién nir thi dién kinh bang sé nam van
dong vién thi cur ta. Hoi toan doan ¢ bao nhiéu nguoi?

Giai: Poan van déng vién duoc chia thanh 2 tap, tdp cac van dong vién nam va
tap cac van dong vién nit. Bong thoi, ta nhan thay rang tap van dong vién nir lai
duoc chia thanh 2 tap la tap van dong vién nix thi cir ta va tap van dong vién nir thi
dién kinh. Theo gia thiét, s6 van dong vién nir thi dién kinh bang sé nam van dong
vién thi ctr ta. Nhu vay, s6 nit trong doan nay chinh 1a tong s6 van dong vién thi ca
2 mdn. Theo nguyén Iy cong, s6 ngudi toan doan van dong vién Viét Nam 13,

24 + 48 = 72 (nguoi).

Vi du 2.2. Gia sir c6 mot can bo khoa Tin hoac moét sinh vién dang hoc khoa Tin
duoc chon lam dai biéu tham du trong hoi dong cta mot truong dai hoc. Hoi ¢6
bao nhiéu cach chon vi dai dién nay néu khoa Tin ¢6 27 can bd va 42 sinh vién?

Gidi: Gia stt, goi nhiém vu tht nhat 1a viéc luya chon can bo khoa Tin 1am dai
dién, s6 cach co thé thuc hién duge d6 1a 27 cach. Nhiém vuy thir hai 1a viéc lya
chon sinh vién khoa Tin va c6 42 cach thuc hién.

Theo quy tac cong, sé cach chon vi dai dién tham du trong hdi dong cua truong
la: 27 + 42 = 69 (cach).

Vi du 2.3. M6t sinh vién c6 thé chon bai tap may tinh tir mot trong ba danh sach
lan lugt 26, 18 va 29 bai. Hoi c6 bao nhiéu cach chon bai tap?

Gidi: S6 bai tap sinh vién c6 thé chon tir danh sach thtr nhat 1a 26 céch, danh
s&ch tha hai 12 18 cach va danh sach tha ba 1a 29 cach. Nhu vay, sb cach chon bai
tap cho sinh vién tir mot trong ba danh sach trén la 26 + 18 + 29 = 73 (cach chon).

Vi du 2.4. Trong mot dot pho bién dé tai thi tét nghiép, ban chi nhiém khoa
cong bd danh sach dé tai bao gom 80 dé tai vé chi dé “Xay dung hé thang théng
tin quan 1y”, 10 dé tai vé cha dé “Thiét ké phan mém day hoc” va 10 dé tai vé cha
dé “Hé chuyén gia”. Hoi mot sinh vién c6 bao nhiéu kha ning lya chon dé tai?

Gidi: S6 dé tai sinh vién cd thé lya chon tir chi dé thi nhat do 1a 80 cach, chu dé
tha hai s& c6 tat ca 1a 10 cach chon va cudi ciing chi dé thr ba s& 1a 10 céch chon.
Nhu vay, s6 dé tai sinh vién c6 thé lya chon d6 1a: 80 + 10 + 10 = 100 (céch).

Vi du 2.5. Hoi gia tri cta k s€ 1a bao nhiéu sau khi doan chuong trinh C sau dugc
thuc hién?

nl =10;
n2 = 20;
n3 = 30;
k=0;

for 11 =1;i1 <=nl;il++) k =k +1;
for (1I2=1;12 <=n2; i2++) k = k +1;
for 1I3=1;i13<=n3; i3++) k =k +1;
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Gidi: Gia tri khoi dau cua k bang zero. Khdi ma nay gém 3 vong for khac nhau.
Sau mdi vong lap cia mot trong ba vong for, gia tri cua k ting 1én 1. Vong for thir
nhat 13p 10 lan, vong for tha hai l3p 20 Ian, va vong for tha ba lap 30 lan. Vay két
thac ba vong for gia tri cua k s€ la: 10 + 20 + 30 = 60.

2.1.2. Nguyén ly nhan

Dinh nghia 2.2. Gia sir mét tha tuc nao do6 duogc tach thanh hai cong viéc. Viéc
thi nhat dugc thuc hién bang n, cach, va ton tai n, cach thuc hién hét viéc thi hai
sau khi d4 hoan thanh cong viéc thir nhat. Khi do, s6 cach dé hoan thanh thu tuc
nay do la: n; x n, cach.

Nguyen Iy nhan co thé phat bleu duci dang ngdn ngix tap hop sau: Néu A, A,,

= 12 c4c tap hitu han, thi s6 phan tir trong tich Dé - cac cua cac tap nay la tich
Cua s6 hrqng cac phan tir trong mdi tap thanh phan. Tir quy tac nhan co thé suy ra,

N Ay XA, X ..XxA4,, =NA4, XNA, X..XN A,
|A; X Ay X .. X Ay | = |A1] X |4y X ... X A, . (3)
NéUA1=A2="'=Amth‘|N Alm =NA1m
Vi du 2.6. Gia tri cia k s& bang bao nhiéu sao khi thuc hién doan chuwong trinh
sau,

k=0;
fOT(i1 = 1, il <= nq; il + +)
fOT(iZ = 1, iz <= n,; iz + +)
fOT‘(i3 = 1, i3 <= Tl3; i3 + +)

for(i, =1, i, <=np; i, ++)
k =k+1;

Giai: Gia tri khoi dau cua k 1a zero. Mdi vong lap 1ong nhau duoc thyc thi, gia
tri cua k tang thém 1. Goi T; 12 viéc thuc thi vong 13p thi i, khi d6 sé lan vong lap
la s6 cach thuc hién cong viéc Ty, To, ..., Tm. SO lwong cach thyc thi céng viéc T,
Vvé6i j = 1,m, la n; vi vong lap tha j dugc thuc th mot 1an tng véi mdi sé nguyén i;
ndm trong khoang 1 < i; < n;. Theo quy tac nhan, c6 thé suy ra vong Iap ghép
dugc thuc thi d6 1a n; X N, x...x ny, lan va cling chinh 1a gia tri cudi cling cua k.

Vi du 2.7. Ngudi ta c6 thé ghi nhdn cho nhitng chiéc ghé cia mét giang duong
bang maot chit cai va sau d6 1a mot sé nguyén nho hon 100. Bang cach nhu vy hoi
c6 nhiéu nhat bao nhiéu chiéc ghé cé thé ghi nhan khéac nhau?

Giai: Thu tuc danh dau ghé gom hai cong viéc, dau tién 1a mot chir cai va sau d6
la mot s6 nguyén nho hon 100. Vi ky tu gan nhan dau tién 1a mot chir cai, nhu vay
sb cach chon chir céi s& 1a 26 cach chon. Tiép tuc viéc tha hai 12 chon chir s6 nho
hon 100 nén s cach thuc hién s& 1a 100 cach chon khac nhau.

Theo quy tic nhan, s6 cach dé danh ddu cho mot chiéc ghé 13,

26 x 100 = 2600 (cach).
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Vi du 2.8. Phuong dn ddnh s6 dién thogi Dang thirc sb dién thoai ¢ Bic My
dy’qc quy dinh trong phurong an danh sé‘nhu sau. MQt so dién thoai gom co 1‘0 chir
s0 dugc phan ra thanh nhom ma ving gom ba chix so, nhom ma chi nhanh gom ba
chit s§, va nhém ma may gom bon chir sb. Vi nhiing nguyén nhan ky thuat bao
hiéu, nén c6 nhiing han ché nhat dinh dbi véi mot s6 chit s6 nay. Bé xac dinh dang
thirc cho phep, nguoi ta dat X biéu thi cho chix s6 ¢o thé Iay,gla tri bat ky tir 0 dén
9, dat N la chir s6 co thé lay gia tri tir 2 dén 9, vé} Y la chir s6 phai co gia tri 0 hoac
1. Chang ta s€ thao luan hai phuong an danh s6 tam thoi goi la phuong an cii va
phuong dn méi. Trong phuong an ci, dang thac ma vung, ma chi nhanh va ma
may lan lugt la NYX, NNX va XXXX. Trong phuong 4n m¢i, dang thic cua ma
nay lan luot 1a NXX, NXX va XXXX. Hoi theo phwong an cii va phuong 4n moi ¢
Bac My c6 bao nhiéu so dién thoai khac nhau?

Gidi: S6 cach chon chir s6 dbi véi dang thic cia ma vang NYX 13,

8* 2 *10 =160 (s0).
S6 céch chon chir s dbi véi dang thire ma ving NXX 13,
8 * 10 * 10 = 800 (sb).
Tuong ty, s6 cach chon chit s6 ddi véi ma chi nhanh NNX 13,
8 * 8 * 10 = 640 (s0).
S6 céch chon chit s6 d6i vai ma chi nhanh NXX 1a: 8 * 10 * 10 = 800 (s6).
Cudi cuing, sb cach chon chir s6 ddi voi ma may theo dang thirc XXXX 13,
10 * 10 * 10 * 10 = 10000 (s0).
Theo nguyén tac nhan, sé dién thoai & Bic My theo phuong an cii 6 14,
160 * 640 * 10000 = 1.024.000.000 (s0).
Pong thoi, sé dién thoai & bac my theo phuong an mai ¢0 13,
800 * 800 * 10000 = 6.400.000.000 (s6).

Vi du 2.9. Ton tai bao nhiéu xau bit khac nhau c6 d6 dai bang 7?

Giai: C6 thé chon timg bit trong xau 7 bit theo hai céch, vi méi bit ¢6 the Ia 0
hoac la 1. Do vay, theo quy tac nhan, ta c6 so xau bit véi do dai bang 7 13,

2*Q* KKk HkDHkD =) = 128(xau b|t)

Vi du 2.10. C6 bao nhiéu bién dang ky xe khac nhau néu mdi bién chira mot day
ba chir cai va tiep theo la ba chir s6?

Gidi: S6 cach chon dbi véi tung chir cai trong bién diang ky xe 1a 26 cach.

Pong thoi, s6 cach chon ddi véi ting chit s6 trong bién dang ky xe 1a 10 cach.

Nhu vy, sb bién ding ky xe khac nhau theo yéu cau d6 dai bang 6 13,

26 * 26 * 26 * 10 * 10 * 10 = 17.576.000 (bién s6)
2.1.3. Nguyén ly bu truwr

MOt s6 bai toan dém phuc tap hon dwgc dya vao nguyén ly tong quat cia
nguyén ly cong. Tuc la, khi c6 hai cdng viéc co thé dugc tien hanh dong thoi,
ching ta khong thé ding quy tac cong dé tinh sd cach thuc hién di voi ca hai cong

viéc do. Viéc cong sé cach dé thuc hién ting nhiém vu s& dan dén mot két qua dém
qué, Vi c&c cach thuc hién ca hai cong viéc duoc dém hai lan. Bé dém dung sé cach
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thuc hién mét trong hai cong viéc, ta thuc hién cong sb cach cua tirng cdng Vviéc roi
trir di sd cach dé thuc hién ca hai céng viéc. Ky thuat nay duoc goi 1a nguyén ly bu
trie. Ching ta c6 thé phét biéu nguyén 1y ¢ém nay theo kiéu céc tap hop.

Dinh nghia 2.3. Cho Ay, A, la céc tap hop. Goi T, la viéc chon mot phan tur cua
tap A;, va T, 1 viéc chon mot phan tir caa A,. S6 cach dé thuc hién hét cong viéc
T1 1a |Ay| va |A,| cach dé thuc hién T,. Sb cach dé thuc hlen hoac T, hoac T, la tong
sb cach thuc hién trong hai cong viéc T, va T,, trir di sb cach thyc hienca T, 1an T,
nén chung ta co,

[ALUAY = [Aq| + A - [AINAY
N(AUA2) = N(A;) + N(A2) - N(AlmAZ) (4)

Cong thac (4) dugc mo rong cho truong hop nhiéu tap nhu sau.

Dinh ly. Gia st Ay, Ay, ..., A la cac tap hiru han. Khi do,

N(A;UAU...UAR) = N; = Ny + ...+ (-1)™* Npy, (5)

Trong d6, Ny & tong phan tir giao cua k tap lay tir m tip da cho hay

Ny=NA, +NA, ++NA,; N,=NA,NA,N..NA,). (6)

Chang minh. Ching ta s& chang minh cdng thic nay ,béng cach chang to rang
moi phan tir trong hop nay chi duge dém mét 1an boi ve phai cua cong thuc (4).
Gia str a la thanh phan cta dang r tap trong so m tap da cho A;, Ay, ..., Ay VOI
1<r<m

Gia sir xét truong hop mot thanh phan tac 1a a = 1, phan tir nay s& dugc dém la
C(r, 1) Iér] bol  1<i<r |A;]. Véi truong hop hai thanh phan hay a = 2, phan ta n@y
s€ dugc dem la C(r, 2) lan béi 1< j<r |[A; N Aj|. TOM lai, n6 dugc dem C(r, r) lan
boi tong gom r tap A;. Nhu vay, phan tir nay sé duoc dém I3,

C(r, 1) - C(r, 2) + C(r, 3) - ... + (-1)™C(r, 1)
lan boi biéu thuc & vé phai cua cong thuc trén. Muc dich caa ching ta la tinh gia tri
nay,
C(r,0)— C(r,0) +C(r, 1) - C(r, 2) + C(r, 3) - ... + (-1)™*C(r, 1)
C(r, 0) — [C(r, 0) - C(r, 1) + C(r, 2) - C(r, 3) + ... - (-1)™'C(r, )] (7)

Theo dinh ly nhi thizc cho a 1a mot s6 nguyén duong, khi do,

a=o(=1)*¢ =0 (8)

Hay (7) ta cd, C(r, 0) - C(r, 1) + C(r, 2) - C(r, 3) + ... - (-1)"'C(r,r) =0

C(r,0)=C(r, 1) -C(r,2) + C(r, 3) - ... + (-1)*'C(r,n) =1

Pang thoi (7), tacd C(r,0)-0=1-0= 1 (dpcm).

Nhu vy, mdi phan tira € A; U Ay U...U Ay, dugc tinh dang 1 1an & vé phai cia
cong thuc (4), dieu d6 da chimg minh tinh ding dan cua cong thuc (4).

Vidu 2.11. Mot I6p CNTT ¢0 50 sinh vién gioi tin hoc, 35 sinh vién gioi toan
hoc va 16 sinh vién gioi ca tin va toan hoc. Hoi s& co bao nhiéu sinh vién trong 16p
nay, neu moi sinh vién deu la hoac gioi tin hoc, hoac gioi toan hoc, hoac gioi ca hai
mon nay?

Giai: Goi A la tap cac sinh vién trong l6p CNTT gioi tin hoc, va B la tap cac
sinh vién gioi toan trong lop. Luc d6, AnB la tap cac sinh vién trong l6p gioi ca
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hai mdn néi chung. Vi moi sinh vién cua I6p phai la hoac gioi tin hoc, hodc gioi
toan hoc, hoac gioi ca hai mén tin va toan hoc, cho nén co thé suy ra sé sinh vién
trong l6p nay la |JAUBI. Do vay,
|A U B|=|A|+|B|-]A N B|=50+35-16 =69 (sinh vién).
Vi du 2.12. C6 bao nhiéu xau nhj phan c6 d¢ dai bang 15 bét dau boi 000 hodc
két thuc boi 1117
Gidi: Goi A la xau nhi phan c6 d¢ dai bang 15 bat dau boi 000, va B 1a xau nhi
phan d¢ dai bang 15 ket thuc boi 111. Dé dang nhan thay,
N(A) = N(B) = 2'? = 4096 (xau), N(A N B) = 2° = 512 (xau).
Theo nguyén ly bu trir ta co,
N(A U B) = N(A) + N(B) - N(A N B) = 4096 + 4096 — 512 = 7680 (xau).
Vi du 2.13. Hoi trong tap X = {1, 2,..., 1000} c6 bao nhiéu s6 khong chia hét
cho bat cr s6 nao trong cac s6 3, 4, va 7’?
qul. Goi A; = {x € X| x chia hét cho i}, 1= 3, 4, 7. Khi 46, A3 U A, U A; la tap
cac so trong X chia hét cho 3 hoac cho 4 hoac cho 7, theo nguyén ly bu trir ta co,
N(AsU AU A7) = N(Az) + N(Ag) + N(A7) - N(As Ag) - N(Agn A7) -
N(A4ﬁ A7) + N(Agm A4ﬁ A7)

Ta co: N(Ag) = @ = 333; N(A,) = @ = 250: N(A;) = ﬂ — 147
N(AsmA4)— 2 =83 N(ANAY) = 20 =35;
N(As; N A7) = # =47, N(As N AN A;) = 3104":7 = 11.

Ta c0:
N(As; U AU A7) = 333 + 250 + 142 - 83 - 35 - 47 + 11= 571 (s6).
Nhu vay, cac so trong tap X khong chia hét cho mot trong céc s 3, 4 hoac 7 13,
1000 - 571 = 429 (s).

Vi du 2.14. C6 bao nhiéu s nguyén dwong khong vugt qua 1000 va dong thoi
chia héet cho 7 hoac 11?

Giai: Goi A la tap cac s6 nguyén duong khong 16n hon 1000 chia hét cho 7, va
B la tp cac so nguyén duong khong 16n hon 1000 chia hét cho 11. Khi do, so
nguyén duong khong 16n hon 1000 va dong thoi chia hét cho 7 hoac 11 1a |AUB,.

Theo nguyén ly bu trir ta co,

|A U B|=|A| + |B| - |A N B]

Theo (1), tacé: |A| = == =142;[B|= —> = 90.
IANB|= 22 =12,
7 11

Nhu vay, |A U B|= 142 + 90 — 12 =220 (s6).

Vi du 2.15. Gia st truong dai hoc ¢6 1.659 sinh vién mai vao hoc. Trong sé do,
c6 453 sinh vién dang theo hoc tai bo mon tin hoc, 567 sinh vién dang hoc bo moén
Kién truc, va 299 sinh vién dang theo hoc ca bd mon tin hoc lan kién tric. Hoi ¢
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bao nhiéu sinh vién hoic chua hoc bo mén tin hoc hoic chua hoc bd mon kién tric
cua truong?

Giai: Goi A la tap sinh vién dang theo hoc bd mdn tin hoc cua trueong dai hoc,
theo vay s6 sinh vién tap A s& 1a |A| = 453 sinh vién. Goi B Ia tap sinh vién dang
theo hoc bo mdn kién trlic va sé sinh vién cua tp B sé 1a [B| = 567 sinh vién, dong
thoi theo gia thiét sb sinh vién dang hoc ca hai bo mon nay s& l1a |A n B| = 299 sinh
vién. Theo nguyén ly bu trir, ta c6 sb sinh vién dang theo hoc hodc bo mén tin hoc
hoic bo mon kién truc 13,

|A U B|=]|A|+|B|-|ANB| =453+ 567 - 299 = 721 (sinh Vvién).

Nhu vy, s6 sinh vién méi vao hoc hodc chua hoc bd mén tin hoc hodc chua hoc
bo mén kién tric cua truong 12 1659 - 721 = 938 (sinh vién).

Vi du 2.16. Viét cong thirc theo nguyén ly bu trir tinh sé phan ta trong hop caa
bén tap.

Giai: Theo nguyén ly bu trur ta co,

|A1U A2U Agu A4| = |A1| + |A2| + |A3| + |A4| - |A1 M A2| - |A1f-\ A3| -
|AL O Agl - A2 N Azl - [Ao 0 Agl - [As D Agl + [AL DA DA + [Ar N Apn Ay
+ |A1r\A3(\A4| + |A20A3f\ A4| - | AlmAzﬂAg,ﬂ A4|
2.1.4. Nguyén ly quy nap
2.1.4.1. Cac bwoc chieng minh quy ngp

Quy nap toadn hoc la mét ky thuat chirng minh cuc ky quan trong va chung ta sé
xem xét cach dung quy nap toan hoc nhu thé nao, dong thoi tai sao no lai 1a mot ky
thuat ching minh c6 gia tri. Tuy nhién, nguyén 1y quy nap chi dugc dung dé chang
minh cac két qua thu dugc bang mot cach nao d6 chir khdng phai 1a mot cong cu
dé phat hién cac cong thirc va cac dinh Iy.

Quy nap toan hoc chiing to rang P(n) dung d6i vai moi s6 nguyén duong n gom
hai budc:

1. Buoc co so: Chang té P(1) dung.

2. Buéc quy ngp: Chang té P(n) — P(n+1) 1a ding ddi véi moi n nguyén duong.

O day, ménh dé P(n) dbi véi moi sd nguyén duong cb dinh goi l1a gid thiét quy
ngp. Khi da hoan tat ca hai budc trong mot chirng minh quy nap toan hoc, ching ta
da chung minh rang P(n) dtng véi moi s6 nguyén dwong n, c6 nghia ching ta da
ching minh ¥n P(n) 1a dung.

Bang cach biéu dién dudi dang mét quy tac suy luan, ky thuat ching minh nay
c6 thé dién dat nhu sau:

[P(1) A ¥n (P(n) > P(n+1))] = Vn P(n). 9)

Cong viéc dau tién phai lam dé chung minh P(n) dung véi moi n sé nguyén
duong la chimg minh P(1) ding. Cong viéc nay ching to rang mot truong hop cu
thé khi thay n bang 1 trong P(n) 1a ding. Sau d6 phai chung to rang P(n+1) khong
thé sai khi P(n) dang trong phép kéo theo. CoO thé thuc hién duoc diéu nay bang
cach gia sir P(n) dung va ching to rang theo gid thiét nay, P(n+1) ciing phai ding.

Cu thé hon khi ding quy nap dé ching minh mét dinh 1y, trudc hét ching ta
phai chiing to P(1) 1a dung. Sau d6, ching ta biét P(2) dang vi P(1) kéo theo P(2).
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Tiép theo, ching ta biét P(3) dang vi P(2) kéo theo P(3). Tiép tuc theo cach nay
chiing ta ¢c6 P(n) ding v4i moi n nguyén duong. Vi du c6 mot hang nguoi, nguol
thir nhat, ngudi thi hai, v.v.. . Mot tin mét dugc béo cho nguoi thu nhat, va ting
ngudi cur bdo tin mat cho nguoi ;lep theo trong hang, néu ngudi ding trude nghe
dugc tin d6. Goi P(n) 1a ménh d€ nguoi tha n nghe dugc mét tin. Lac do, P(1) 1a
dang vi tin mat dugc bao cho nguoi thir nhat, P(2) ding vi nguoi thir nhat béo tin
mat cho nguoi thir hai;... Theo nguyén Iy quy nap, moi nguoi trong hang déu bict
tin mat.

2.1.4.2. Céc vi du vé cach ching minh theo quy nap toan hec

Chuing ta s& nghién ciu nhiéu vi du khac nhau d¢é minh hoa cho phép chung
minh cac dinh ly theo quy nap toan hoc.

Vi du 2.17. DUng quy nap toan hoc dé chirng minh bat dang thiac n < 2" véi moi
n nguyén duong.

Gidi: Goi P(n) 1a ménh dé n < 2",

Budc co sé: P(0) 1adung vi0 <2° <0< 1.

P(1)ladingvil<2' = 1<2.

Budc quy nap: Gia st P(n) la ding dol V6i n nguyén duong, tirc la gia sir ménh
dé P(n) 1 dung. Chung ta phai chang to rang ¢ s6 hang thir n + 1 ciing ding, tac 1a
P(n + 1) hay ta c6 ménh dé P(n) sau,

n+1<2™on+1<22"on+1<2"+2"1a dung.

Chung ta di chtng to dugce P(n + 1) dung, nghia 1a n + 1 < 2™ dua trén gia thiét
P(n) ding.

Nhu vay theo nguyén ly quy nap, chung ta di chung to duoc n + 1 < 2" "1 3
dung doi véi tat ca cac sé nguyén duong n.

Vi du 2.18. Dung phép quy nap toan hoc dé ching minh ring tong n sé nguyén
dwong 1é dau tién 1a n??

Gidi: Goi P(n) 1a ménh dé “Tdng n s6 nguyén duong 1é dau tién 1a n®”

Dau tién, ching ta thyc hién bude co so, tuc 1a phai ching t6 dwoc P(1) dung.
Sau d6, chung ta phai tién hanh budc quy nap, tuc la phai ching to dugc P(n + 1)
dung khi P(n) dugc gia str 1a dang.

Buéc co so P(1) phét biéu rang tong cia mot s6 nguyén duong 1¢ dau tién 1a 1 =
1%. Piéu nay la dung.

Buréc quy nap: Dé thu:c hién budc quy nap, chidng ta phai ching toé ménh dé P(n)
— P(n + 1) la dGng doi v4i moi n nguyén duong. Gia su P(n) dang doi véi mot so
nguyén duong n, tac 1a,

143+5+7+...+@2n-1)=n%

Chung ta can chang to rang P(n + 1) 1a dung véi diéu kién gia sir P(n) ding, tirc
la P(n+1) nhu sau,

143+5+7+...+@2n-1)+(2n+1)=(n + 1)~

Hay vé traitaco: 1 +3+5+7+...+(2n—1)+ (2n + 1)

=[n*+@2n+1)] = (n +1)*= VP.
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Budc quy nap két thuc, didu phai ching minh.
2.1.5. Nguyén ly Dirichlet (Chudng chim)

‘Nguyeén Iy nhiing cai 1ong nhot céc chi tho da dugc biét dén tir rat 1au. Cu thé
neu nhot n + 1 con tho vao n cai chuong thi bao gio ciing co mot chuong chira it
nhat hai con tho. Nguyén ly nay dugc phéat biéu dau tién boi nha Toan hoc nguoi
btrc Perter Guster Lijeune Dirichlet(1805 — 1859).

Nguyén Iy Dirichlet. Néu dem xép n’déi tugng vao k céi hop, thi ludn tim dugc
mot cai hop chira khong it hon n/k doi tuong.

Vi du 2.19. Trong sb 367 nguoi bao gio cling tim duge hai ngudi €6 ngay sinh
nhat giong nhau vi chi co6 tat ca 366 ngay sinh nhat khac nhau.

Vi du 2.20. Trong 100 ngudi thi ¢ it nhat bao nhiéu nguoi sinh cling mot
thang?

Giai: Xép nguoi sinh cling mot thang vao mot nhom. Nhu vy c6 tat ca 12
thang. Theo nguyén ly Dirichlet, ton tai it nhat mgt nhém c6 khong it hon 100/
12 = 8.3 ... nghialacd 9 nguoi.

2.2. Pém cac hoan vi té hop

Gia s mot doi bong quan vot ¢6 10 cau thi. Huan luyén vién can chon 4 cau
thu dé di thi dau ¢ mot truong khac. Ngoai ra, 6ng con phai chuan bi mot danh
sach thir tu gom 3 cau thu dé dau ba tran don. Trong muc hay ching ta s€ xem xet
va nghién cau cac ky thuat dém ddi voi cac cach sap xép nhiéu d6i twong khac
nhau trong mot tap hiru han.

2.2.1. Hoan vi

Binh nghia 2.4. Cho mot tap hop X gom n phan tir khéc nhau (n = 0). Mdi céch
sap xep co thi tu cua n phan tir trong X duoc goi l1a hoan vi. S6 hoan vi cia n phan
tir duoc ky hiéu la P(n).

Hay: P(nN)=nl=1*2*3* .. *n (10)

Quy uéc 0l =11=1,

Vi du 2.21. Liét ké tat ca cac hoan vi caa {a, b, c}?

Gidi: S hoan vi cua tap 3 phan tir 13 P =31 = 1 * 2 * 3 = 6 hoan d6i vi tri do 13,
abc, acb, bac, bca, cab, cba.

Vi du 2.22. Cho tap hop {a, b, c, d, e, f, g} co tat ca bao nhiéu hoan vi?

Giai: Sb hoan vi c6 trong tap hop trén voi 7 phan tar 1a; P; = 7! = 5.040 céch
hoan doi.

Vi du 2.23. Trong phong hop c6 8 ghé ngoi. Hoi c6 bao nhiéu cach sap xép 8
ngudi ngoi trong phong hop?

Giai: S6 céch sap xép 8 nguai ngdi trén 8 ghe ngdi trong phong hop tirc 1a hoén
vi 8 phan tir trén tap 8 chicc ghe. Ta cd: Pg = 8! = 40.320 cach sap xep.

Vi du 2.24. Tir cdc chir s6 0, 1, 2, 3, 4 ¢6 the lap duoc bao nhiéu s6 ty nhién co
nam chir s6 khac nhau?

Gidi: Goi s6 ¢6 nam chir s6 khac nhau can tim 12 abcde trong d6 a # 0. Nhu vay
SO cach tim tai vi tri a doi véi cac chixr s6 con lai 1a 4 cach. Cac vi tri con lai t b
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dén e sb cach sap xép s& 1a hoan vi cua 4 chit s6 con lai va khéc a hay P, = 4! = 24
cach.

Cudi cuing, theo nguyén tic nhan sé cach sip xép sé tu nhién c6 nim chir sb
khac nhau tir tip nam phan tir trén 1a; 4*24 = 96 céach sip xép.
2.2.2. Chinh hep

Dinh nghia 2.5. Cho tap hop X gom n phan tr phan biét (n = 0). Mdi cach chon
ra k phan tir cua X (0 < k < n) va sap xép c6 tha tu dugc goi 1a mot chinh hop chap
k cua n phan tir va duoc ky hiéu 1a AX.

Hay: AX = (11)

Néu k = n thi 48 = P(n). (12)

Vi du 2.25. C6 bao nhiéu cach chon nguoi doat giai nhat, nguoi doat giai nhi va
nguoi doat giai ba trong mot cudc thi ¢c6 80 nguoi tham gia?

Giai: Sb cach chon 3 ngudi doat giai theo thir tu da liét ké trong mot tap gom 80
ngudi chinh la mét chinh ho-p chﬁp 3 cua 80. Theo cong thuc trén ta co,

Ay = =2 =22 _ 78479 x 80 = 492.960 c4ch chon.
80—-3 ! 7W
Ngoai ra chiing ta c6 thé thuc hién mot cach khac nhu bén dudi sau.

= 8—3'1' = 80 cach chon.

S6 cach chon nguoi doat giai nhat 1a: A3,

79! ,
= 79 cach chon.
79—-1 !

I ‘. <, \ 78!
S6 cach chon nguoi doat giai ba la: AL, =
78—1

Nhu vay, s6 cach chon 3 ngudi doat giai theo thir tu liét ké 13,
78*79*80 = 492.960 cach chon.
Vi du 2.26. C6 bao nhiéu cach chon mot ngudi doat giai nhat, hai nguoi doat
giai nhi va ba nguoi doat giai ba trong mot cugc thi ¢6 90 nguoi tham gia?
Gidi: S6 cach chon 6 nguoi doat giai theo tha tu da liét ké trong tap co 90 nguoi
tuc 1a mot chinh hop chap 6 cua 90 ta co,

90 = 938!6 = @ = 85 %86 * 87 * 88 * 89 x 90 = 432.824.515.200 céch chon.

Vi du 2.27. Gia str rang c¢6 8 van dong vién chay thi. Nguoi thang sé nhan dugc
huy chuong vang, ngudi vé dich thi hai nhan huy chuong bac va ngudi vé dich thir
ba nhan huy chuong dong. Hoi c6 bao nhiéu cach trao cic huy chuong nay néu tat
ca cac két cuc cua cudc thi déu cd thé xay ra (tirc 13 nguoi nao ciing c6 thé nhan
huy chuong)?

Gidi: S6 cach trao huy chuong chinh 1a sé chinh hop chap ba cua tap hop tam

phan tir, ta c: A3 = —=— = 6 x 7 « 8 = 336 c4ch trao huy chuong.
8-3!

S6 cach chon nguoi doat giai nhi l1a: A%, =

- =78 cach chon.

Vi du 2.28. Gia str rang mot thwong nhan nit dinh di ban hang tai 9 thanh phé
nhu Pa Ning, Sai Gon, Ha Noi, Lai Chau, Quang Dong, Viéng Chan, New York,
Chicago, Bang Coc. Nguoi doanh nhan cé thé bat dau cudc hanh trinh caa minh tir
mét thanh phd nao d6, nhung c6 thé dén tdm thanh phé khéc theo bat ky thi tu ndo
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ma chi ta mudn. Hoi chi ta c6 thé di qua tat ca cac thanh phé nay theo bao nhiéu 16
trinh khac nhau?

Giai: S6 16 trinh chi ta c6 thé di qua tam thanh phd con lai tly y chinh 1a mot
hoan vi vé4i tam phan tir, ta c6: Pg = 8! = 40.320 16 trinh.

2.2.3. To hgp

Dinh nghia 2.6. Cho tap X c6 n phan t phan biét (n > 0). Mdi cach chon ra k
phan tir trong tap X (0 < k < n) dugc goi 1a mot to hop chap k caa n phan tu, ky
higu Ck.

n!

Hay: CK = — (13)

Vi du 2.29. C6 12 cubn sach tin vé nhiéu mon hoc khac nhau. Héi ¢é bao nhiéu
cach chon ra 5 cubn sach tin nhu vay?

Gidi: S6 cach chon ra 5 cudn sach tin nhu vay 13,

c5, = —2 =12 - BRIOMZ _ 79) cach chon.
5! 12-5! 517! 1%2%3%4%5

Vi du 2.30. C6 bao nhiéu céch tuyén nam trong s mudi cau thi caa mot doi
quan vot dé di thi dau mot truong khac?

Gidi: S cach chon cau thu di thi dau chinh 12 mét té hop chap 5 cua 10 phan tir,

I *7%8%9x ,
tacod €7, = % = —61*72*8354*150 = 252 céch chon.

Vi du 2.31. Mot nhom 30 ngudi duge dio tao dé tré thanh nha du hanh vii tru
thuc hién chuyén bay dau tién dén sao Hoa. Hoi c6 bao nhiéu cach chon mét phi
d6i gém sau nguoi €6 nhiém vu do (gia sir rang sau ngudi déu lam cing mot céng
Viéc)?

Gidi: S6 cach chon mot phi doi gom 6 ngudi trong nhom 30 ngudi chinh 1a mot
t6 hop chap 6 cua 30, theo cong thic ta co,

6360 — 30! — 30! — 25%26%27*%28%29%30 — 593775 Cé,Ch Chon
6! 30—6 ! 6124! 1%2*3%4*x5%6

Vi du 2.32. Xac dinh s6 cach lya chon mot hoi dong dé trién khai mon toan roi
rac tai mot trudng dai hoc, néu hoi dong gom ba thanh vién cua khoa toan, bon
thanh vién cua khoa tin. Biét ring khoa toan c6 chin thanh vién va khoa tin c6
muoi mot thanh vién?

9!

Giai: S6 cach chon thanh vién khoa toan trong hoi dong la: €3 = -, = 84 cach
chon.

S6 céach chon thanh vién khoa tin 1a: €4, = 330 céch chon.

Nhu vay, sé cach chon thanh vién trong hoi déng trién khai mén toan roi rac 13,

C3* C, =84 * 330 = 27.720 céch chon.

Vi du 2.33. Mot nhém cdng nhénqgém 15 nam va 5 nit. Nguoi ta [nuén chon tur
nhom ra 5 nguoi d€ 1ap thanh mot to cong tac sao cho phai c6 mét to truong nam,
1 t6 pho nam va cé it nhat 1 nir. H6i ¢ bao nhiéu céch lap t6 cong tac?

Giai:

Truong hop 1. Chon 1 nir va 4 nam.

S6 céch chon nit 1a: C(5, 1) = 5 céch chon.
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S6 cach chon 2 nam theo thir tu 1a: A%; = 210 cach chon.

S6 céch chon nam 1a: C(13, 2) = 78 céch chon.

S6 céach chon trudng hop nay 1a: 5*210*78 = 81.900 cach chon.
Truong hop 2. Chon 2 nir va 3 nam.

S6 céch chon nix 1a: C(5, 2) = 10 cach chon.

S6 céach chon 2 nam theo thu tu 1a: A(15, 2) = 210 céch chon.
S6 céach chon 1 nam la: C(13, 1) = 13 céch chon.

S6 céch chon truong hop 2 1&: 10¥210*13 = 27.300 cach chon.
Truong hop 3. Chon 3 nir va 2 nam.

S6 céch chon nir 1a: C(5, 3)= 10 cach chon.

S6 céach chon 2 nam theo tht ty 1a: A(15, 2) = 210 céch chon.
S6 céch chon trong truong hop 3 1a: 10*210=2.100 cé4ch chon.

Nhu vay, sb cach l1ap to céng tac can tim Ia: 81.900 + 27.300 +2.100 = 111.300
cach chon.
2.3.  Hé thirc truy hoi

Véi cac bai toan dém, néu khong thé ap dung nhiing nguyén 1y co ban dé dém
cac doi twong khi d6 mot cach khac dé giai quyét do chinh 1a ching ta s& str dung
hé thuc truy hoi dé giai quyét.
2.3.1. Giéi thigu hé thirc truy hoi

Dinh nghia 2.7. Hé thtc truy hoi ddi véi ddy sé {a.} 1a cong thirc biéu dién a,
theo mot hay nhiéu sb hang k dung trudc caa day, tac 12 a1, ans,. .., ank VO Moi n
nguyén va n > ny, trong d6 no khong am.

Hay hé thac truy hdi cé dang nhu sau: a, = f(a,.1, a2, an-3,. .., ank).

Mot day {a,} duoc goi l1a 1oi giai hay nghiém cua hé thic truy hoi néu céc sd
hang cua né thda man hé thac truy hoi do.

Vi du 2.34. Cho {a,} 1a ddy sé thda man hé thac truy hoi a, = an.g - &, VOi N =
2,3,4,...,vagiasura, =3,a;=5. Tima, va as?

Gidi: Theo hé thac truy hoi: a, = anq - 8, dé xac dinh cac s6 hang a, va as tic
13,

- Voin=2,tacod:ay=a;-ag=5-3=2.

- Vgin=3,tacd:az3=a,-a;,=2-5=-3.

Vi du 2.35. Tim niam sb hang dau tién cua hé thac truy hoi va diéu kién ban dau
sau: a, =anq t 380, p=1,a; = 2.

Gidi: Theo hé thuc truy hoi va diéu kién ban dau, nim s hang dau tién can tim
13,

- Voin=2,tacod:ay=a; +3a;=2+3*1=5.

- Vgin=3,tacd:az3=a,+3a; =5+ 3*2=11.

- Véin=4,tacd:a,=az+ 3a, =11 + 3*5 = 26.

- Voin=5,tacod: as=a, + 3a;3 = 26 + 3*11 = 59.

- Véin=6,tacod: ag=as+ 3a, =59 + 3*26 = 137.
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Vi du 2.36. Ho nha thé va cac sé Fibonacci. Chlng ta hdy xem xét bai toan sau
day duoc Fibonacci dit ra dau tién vao thé ky XIlI trong tdc pham cua 6ng mang
tén Liber abaci. Mot cap tho mai sinh (Mot con duc va mot con cai) dugc tha Ién
mot hon dao. Gia st rang mot cip tho chua sinh san duge trude khi dy 2 thang
tudi. Ké tir khi ching tron 2 thang tudi, mdi thang chung dé dugc mot doi tho con.
Tim cbng thie truy hdi tinh sé cap tho trén dao sau n thang vai gia sir cac con tho
I3 treong tho?

Gidi: Gia st f, 1a s6 cap tho sau n thang. Ta sé& chi ra rang {f.} 1a cac sé hang
cua day Fibonacci.

Do d6, ddy {f,} thda man hé thic truy hoi,

fy = foq + fop, VOi n > 3, cac diéu kién dau cua day {f.} 1a: f,=1vaf,=1.

Vi vay, {f.} tac 1a sé cap tho trén dao sau n thang duoc cho bai s Fibonacci tha
n. Hay,

- Sbcapthothang3cola: fy=foutfap o fa=f+fi=1+1=2cap.

- Sbcapthothang4cola: f,=f;+f, =2 +1 =3 cap.

- Sbcapthothang5co 1a: fs =, + f;= 3+ 2 =5 cap.

Thang Sé cdp thé sinh | Sé capthé con | Téng sé cap the
1 0 1 1
2 0 1 1
3 1 1 2
4 1 2 3
5 1+1 3 3)

Bang 2.1. Sé Fibonacci ho nha tho
2.3.2. Giai hé thirc truy héi thuan nhat tuyén tinh hé sé hiang so

Giai hé thic truy hoi tic 1a tim mot cdng thike twong minh cho s6 hang tong quat
{a.} ma khong phai tinh qua k phan tir trude d6. Co theé noi khong c6 phuong phép
chung dé giai h¢ thirc truy hoi tong quat nhung phuong phap pho bién do chinh 1a
phuong phap str dung phuong trinh déc trung.

Phuong trinh d3c trung cua mot hé thirc truy hoi tuyén tinh thuan nhat bac k vei
hé so6 hang I3,

Ay = C1Qp_q + CoQp_o + -+ CrQy_i (14)

Trong d6 ¢y, Cs,..., ¢k la c&c sb thuc va ¢, = 0.

Phuong phép co ban dé giai h¢ thuc truy hoi tuyen tinh thuan nhat 12 tim nghiém
dusi dang a, = r", trong d6 r 13 hang so. Chl y, a, = r" la nghiém cua hé thuc truy
hoi a, = cya,_1 + a5 + =+ + Cray,_, Khi,

= 4 T 4 et g (15)

Sau khi chia ca hai vé cho ™% va trir vé phai cho vé trai chlng ta nhan duoc

phuong trinh twong duong sau,

k k-1

rk — k¥l —rk 2 — i — 7=, =0 (16)
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Do d6, diy {a,} véi a, = " 1a nghiém néu va chi néu r 1a nghiém caa phuong
trinh trén. Phuong trinh nay duoc goi 1a phwong trinh dac trung cia hé thic truy
hoi, nghiém cua no goi la nghiém ddic trung cta hé thac truy hoi.

Bay gio chlng ta tap trung xem xét cac hé thac truy hoi tuyén tinh thuan nhat
bac hai véi phuong trinh dac trung sau,

r’—cr—c,=0 (17)
_Binh 1y 1. Néu r; var, Ia hai nghiém phan biét cua (17) thi ton tai duy nhét cac
hang so a; va o, . Vay nghiém dé thda hé thac truy hoi a, = cian.q + Coan- 13,
a, = a1y + a1y (18)
Chu y. Thay cac diéu kién ban dau a; dé tim cac hang sb
Vi du 2.37. Tim nghiém cua hé thuc truy hoi,
A, = ay_q +2a,_,,Voiay=2,a ="1.
Gigi: Phuong trinh dic trung ctia hé thac truy hoi trén c6 dang sau,
r2—r—2=0 1)
Phuong trinh (1) 1a phuong trinh bac hai, vi vay nghiém cua (1) lar, = -1, r, =

Theo dinh ly 1, day {a,} 12 nghiém caa hé thirc truy hoi néu va chi néu,
a,=a; —1 " +a, 2 ™ véi a;va a, la cac hang sd 2)
Tir cac diéu kién dau, suy ra,
=0, -1°4+a,2°22=a; -1°+a, 2 °ca;,+a,=2 (3)
a,=a, -1'+a,2 ' o7 =—a; +2a, 4)
Giai (3) va (4), taco: a, = 3; ay = —1.
Vay (2)tacd: a, = —1 ™+ 3.2
Vi du 2.38. Tim nghiém cua hé thuac truy hoi a, = 5a,.4 — 6an0, VGi 3, = 0, a; = 1.
Gidi: Phuong trinh dic trung cua hé thic truy hoi 1,
r>—5r+6=0 5)
Ta co (5) la tam thtrc bac hai ¢ hai nghiém phan biét 1a: r, = 3, 1, = 2.
Theo dinh Iy 1, day {a,} 1a nghiém cua hé thac truy hoi khi va chi khi,

a, =a.r' +a,rt < a, = a;3" + a,2" (6)
Trong d6 véi cac hing s6 o, VA o, ndo do. Tir cac diéu kién dau, (6) ta co,
ap = a;3° + 2,2° 0 =q; + (7)
a, = a;3' + a,2' < 1 = 3a4 + 2a, (8)
Tu (7)va(8),tacd: oy = 1; o = -1.
Vay nghiém caa hé thic truy hoi (6) 1a a,, = 3™ — 2™, 9)

Pinh Iy 2. Néu r 1a nghiém kép cua (17) thi t6n tai duy nhét cac hang sé o, va
o,. Vay nghiém dé thda hé thuc truy hoi a, = ¢1a,.1 + Cran- 13,
a, = a;r"* + a,nr’ (19)
Vi du 2.39. Giai hé thic truy hoi sau, a,, = 4a,_, — 4a,_,, Voéia, = 1,a; = 3.
Gidi: Phuong trinh dic trung cta hé thic truy hoi la: r2 —4r +4 =0  (10)
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Ta c6 (10) la tam thtc bac hai va c6 hai nghiém kép d6 lar, =, = 2.
Theo dinh 1y 2 {a,} 1a nghiém cua hé thac truy hdi khi va chi khi,

a, = a1t + anrd (11)
Véi oy va o, 1a cac hing sb. Tir cac diéu kién dau va (11) ta c6,
Qo =0, *2° +a,*0+x2°=1=q, (12)
al=a1*21+a2*1*21<:>3=2a1+2a2<:>a2=% (13)
T (12) va (13), do vay nghiém cuaa hé thac truy hoi (11) 13,
an=2”+%*n*2” (14)

2.4. Cac bai toan liét ké
2.4.1. Phwong phap quay lui (dé quy)
2.4.1.1. Nguyén ly chung

e ligt ké tat ca cc cau hinh S = s;s, ... 5, thuat toén gia st da c6 cau hinh con
$1S7 - Si—1. O budc thu tim gia tri cho s;, Try(i) duyét qua moi gia tri j dé cir duogc
cho s; va thuc hién bon budc sau,

a) si=J;

b) <Thay déi trang thai>;

c¢) Néu du cau hinh (i = k) thi Print(S) nguoc lai, goi dé quy dé thi cho s,
Try(i+1);

d) <Tra lai trang thai cii>;

Chuong trinh chinh goi Try(1).

Luu Y. M6t $6 cau hinh khéng cé hai buéc b) va d).

Bai toan 8 hau hoa binh (Niklaus Wirth)

bat 8 quan hau trén ban co vua 8x8 sao cho =]

khéng c6 quan hau nao “an” dugc quan hau - |

khac, hay noéi khac di khong quan hau nao co

thé di chuyén theo nguyén tic cd vua.

Cac khai bao, W

e Ban co: int S[8]; Wy

W

y nghia: S[i] =j < hang i dat hau tai 0 (i, ).
e Céc mang can danh dau, Hinh 2.1. Bai toan 8 hau hoa binh
int a[8], b[15], c[15];
a[j] = TRUE < cot j con trong.
c[i-j+7] = TRUE < duong chéo song song chéo chinh qua & (i, j) con tréng.

c[i+j] = TRUE < duong chéo song song chéo

phu qua 6 (i, j) con tréng .
Trudc khi goi Try(0) can lap day cc mang a,b,c gia tri 1 (TRUE).
Chuong trinh dugc cai dat nhu sau.
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/*8 hau hoa binh*/
#include <stdio.h>
#include <conio.h>
int S[8], a[8], b[15], c[15], sol=0;
void Try(int), Print();
void main(){
inti;
clrscr();
for (i=0; i<8; i++) a[i]=1;
for (i=0; i<15; i++) b[i]=1;
for (i=0; i<15; i++) c[i]=1;
Try(0);
getchar();
}
void Try(int 1)
{ intj;
for (j=0; j<8; j++) if (a[j]&&Db[i-j+7]&&c[i+]]){
S[il=j;
a[j]=0; b[i-j+7]=0; c[i+j]=0;
if (I==7) print(); else Try(i+1);
a[j]=1; bli-j+7]=1; c[i+j]=1; }}
void Print()
{ inti;
printf("\n%3d:",++sol);
for (i=0; i<8; i++) printf("%d ", S[i]);}
Két qua sap xép véi 8 con hau s& co 92 phuong an. Phuong an dau tién ma
chuong trinh tim dugc tngvéin=8lax, = (0,4,7,5,2,6,1,3).
W BN

W

W

W

Bang 2.2. Phuong 4n sap xép 8 hau
Duéi dy 1a cach xép hau (g voi mot sé gid tri n,
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n |47/ 8 9 | 10 | 11 12 13 14
H, | 2 |40 | 92 | 352 | 724 | 2680 | 14200 | 73712 | 365596

Bang 2.3. Phuong 4n xép hau
2.4.1.2. Liét ké chinh hep lap
Khong co6 hai budc b) va d).
Thuat toan nhu sau:
void Try(int i){
int j;
for (j=1; j<=n; j++){
S[il=);
if (i == K) print(); else Try(i+1); }}
Vi du 2.40. Hay liét ké cac chinh hop chap 2 cua {1, 2, 3}.
Giai: Cay b!éu dién liét ké chinh hop lap chap 2 tir tap {1, 2, 3} duoc cho trong
hinh sau vai két qua 1a 9 truong hop.

90800001

11 12 13 21 22 23 31 32 33
Hinh 2.2. Liét k& chinh hop lap chap 2 cua tap 3 phan tir
2.4.1.3. Ligét ké chinh hgp khong lap
Can mang a danh dau c4c gia tri j da dung, voi ¥ nghia a[j] = TRUE « j chua
dung.

void Try(int i){
int j;
for (j=1; j<=n; j++) if (a[i]{
Shil=J;
afj]=0;
if (i == K) print(); else Try(i+1);
alil=1; }}
Vidu 2.41. Liét ké cac chinh hgp khong lap chap 2 cua tap {1, 2, 3, 4}?
Giai: Cay biéu dién chinh hop khéng lap chap 2 cua 4 phan tir duoc thé hién
hinh bén dudi sau.
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T 1 n

13 14 21 23 24 31 32 34 41 42 43
Hinh 2.3. Liét ké chinh hop chap 2 cua {1, 2, 3, 4}
2.4.1.4. Ligtké té hop
T6 hop 1a bo khdng tha tu. Liét ké theo thir tu ting (si < Sis1). Gid tri j dé cur
dugc cho si: 1 + 5 <j <n— K + i.Chuong trinh chinh goi Try(1) nén mang S co
S[0]=0.

void Try(int 1)
{ intj;
for (j=1+S[i-1]; j<=n-k+i; j++){
Slil=i;
if (i == K) print(); else Try(i+1); 1}

2.5. Bai tap
1. Viét chuong trinh tim ndm s6 hang dau tién dugc xac dinh bai hé thic truy hoi
va cac dieu kién sau day,
a. a, = 6a,.4, ag = 2? b.a,=a3_;,a,=2? C.ay=7a3_,,a=4?
Cay=ayq+ 38,0 =1, a =2? d. a, = nany + N%an,, ap=1, a; = 1?
e.a,=a.1t+tas a=1a=2a=0?
2.Giasra,=2"+5*3" véin=0,1,2, ...
a. Tim ay, ay, az,va as?
b. Viét chuwong trinh tim nim sb hang dau tiéu caa hé thac truy hoi trén?
3. Chung to day {a.} 12 nghiém cua hé thac truy hoi a, = -3a,.1 + 4an.,, Néu,
a.a, = 0? b.a, = 1?
ca,= —4"? da,=2—-4"+3?
4. Dy {an} 6 la nghiém cua hé thuc truy héi a, = 8a,_, — 16a,_, hay khong,
neu,

a.a, = 07? b.a, =17

c.a, = 2™"? d.a, = 4™

e.a, = n4"? f.a, = 2%4™ + 3nx4"?
g.a, = (—4)™ h.a, = n?4"?

5. Viét chuong trinh tim n s hang dau tién cta cac hé thuc truy hoi trong mdi
truong hop sau,
a.a, = —a,_1,a9= 5? b.a, = a,_1 + 3,a, =1?

C. an Apn-1 - N0y = 47 d. a, = 2 * Ap-1 -~ 3, a, = —1?

e.a, = nm+1)*a,_,,ay = 27 f.a, = 2*n+*a,_4,ay =37



40

g.a, = —ay,_4 +n-1,a,=7?
6. Viét chuong trinh tim n s hang dau tién caa hé thic truy hdi va diéu kién dau
sau,

a.ay = 3a,-4,a = 27 b.a, =ay,_4 + 2,3, =37
C.a, = a1+ N3, =17 da, =a, 1+ 2*n + 3,3, =47
€.a, = 2ap;-1a, =17 f.a, = 3a,; + La, =17

g.-ay = Nap_4,a9 =57 h.a, = 2a,_,,a, =1?

7. Tim cac hé thire truy hdi bén dudi sau va xac dinh hé thie ndo 1a hé thac tuyén
tinh thuan nhat vai hé s6 hang so6. Bac cua cac hé thae d6 1a bao nhiéu?

a.a, = 3a,_1 +4a,_, +5a,_3? b.a, =4na,_, +a,_,?
C.Ap =Ap_q + ayp_y? d.a, =5a,_4 +2?
e.a, =ai_;+a,_,? f.a, = 6a,_, + 5a,_,?

h.a, =a,_,?
8. Giai hé thirc truy hoi cung cac diéu kién dau sau,

a.a, =2a,_1,v0in=>1,a, =3?

b.a, =a,_,,v6in>1,a, =27

c.a, =5a,.1—6a,_,,voin=2a,=1,a, =07

d.a, = a’;'z,véi n=2,a,=1a, =0?
9. Viét ham A(n) dé tinh a, ciia cac hé thuc truy hoi trong cac bai 7, 8.
10. Giai cac hé thuc truy hdi cung cac diéu kién dau sau,

a.a, =a,1+6a,,,Vvoin=2a,=3,a, =67

b.a, =7a,_1 —10a,,_,,véin=>2,a,=2,a; = 1?

C.a, = 6a,_; —8a,_,,véin=>2a,=4,a, =10?

d.a, =2a,_1 —ap_,,Voin=>2a,=4,a, =1?
11. Tim n s6 hang déu tién cua hé thic truy hoi sau,

a, =7a,_1 —16a,_, +12a,_; + n * 4"

Véia, =—-2,a, =0,vaa, =57
12. Cho hé thic truy héi sau, a, = 4a,_q — 3a,_, + 2" +n+ 3, Véi a, = 1,
a, = 4. Hay,

a. Viét ham A(n) dé tinh a,?

b. Viét chuong trinh tim 5 s6 hang dau tién cua a,?
13. Cho hé thuc truy hdi a,, = 2a,,_1 + ap_p — 2a,_3, Vi n =3, 4, 5,... va
a, = 3,a, =6, a, = 0. Hay,

a. Tim nghiém cua hé thac truy hoi a,?

b. Viét ham A(n) dé tinh day {a,}?

c. Viét chuong trinh tim 5 s hang dau tién cua day {a,}?
14. Cho hé thuc truy hoi a, = 7a,_, + 6a,_3 Véi a, = 3, a; = 10, a, = 32.
Hay,

a. Tim nghiém cua day {a,}?
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b. Viét ham A(n) dé tinh day {a,}?
c. Viét chuong trinh tim 10 s6 hang dau tién cua day?
15. Cho hé thtc truy hdi a, = 2a,_q + 5a,_, — 6a,_3, biét a, =7,a, =
—4,a, = 8. Hay,
a. Tim nghiém cua hé thic truy hoi a,?
b. Viét ham A(n) dé tinh day {a,}?
c. Viét chuong trinh tim n s6 hang dau tién cua hé thic truy hdi a,?
16. Cho hé thuc truy hdi a, = 6a,_, — 12a,_, + 8a,_3. Trong d6, a, = —5,a; =
4,a, = 88. Hay,
a. Giai hé thirc truy hoi a,?
b. Viét ham A(n) dé tinh day {a,}?
c. Viét chuong trinh tim gié tri thir n caa hé thac truy hoi trén?
17. Cho hé thuac truy hoi a, = —3a,_1 —3a,_, — a,_3, VOi a,=5,a; =
—9,a, = 15. Hay,
a. Giai hé thuc truy hoi a,,?
b. Viét chuwong trinh tim n s6 hang dau tién cua hé thuc truy hoi a,,?
18. Viét chuong trinh tinh n giai thira véi n nguyén duong?
19. Viét chuong trinh tinh gia tri cia cac dai luong sau,
a. A6, 3)? b. A(6, 5)? c. A8, 1)?
d. C(8, 8)? e. C(8, 0)? f. C(12, 6)? g. C(18, 6)?
20. a. C6 bao nhiéu thi ty cd thé xay ra trong cudc thi gitta 5 van dong vién?
b. Viét chuong trinh liét ké cac trudong hop c6 thé xay ra trong cau a?
21. a. C6 bao nhiéu kha nang c6 thé xay ra doi vai cc vi tri thir nhat, tha nhi, va
thtr ba trong cudc dua cta 12 con ngua, néu moi thar tu vé dich déu cé kha nang
nhu nhau?
b. Viét chuong trinh minh hoa bai toan ¢ cau a?
22. a. C06 bao nhiéu cach chon mot tap hop 2 sé nguyén duong nhé hon 100?
b. Viét chuwong trinh tinh két qua minh hoa bai toan trén?
23. Mot doi bong gom 13 ngudi dang thi dau. Hoi,
a. Cé bao nhiéu cach chon 10 cau tha ra san?
b. C6 bao nhiéu céch chon 10 trong 13 cau thi dé cho mdi nguoi choi & mot vi
tri da dinh?
¢. Trong 13 ngudi, ¢6 3 nguoi 1a nix. Vay c6 bao nhiéu cach chon 10 cau thi ra
san, néeu it nhat c6 mot cau tha la na?
d. Viét chuong trinh tim két qua ¢ cac trudng hop néu trén?
24. Mot cau lac bo co6 25 thanh vién. Hoi,
a. Co bao nhiéu cach chon 4 thanh vién vao uy ban thuong truc?
b. C6 bao nhiéu cach chon chu tich, phé chu tich, thu ky va thu quy cta cau lac
bo?
c. Viét chuong trinh tim két qua & mdi truong hop trén?
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25. Viét chuong trinh tinh tdng cua n sé nguyén duong chin dau tién?

a. Tim cdng thuc tinh tong cua n sé nguyén duong chén dau tién?

b. Dung quy nap toan hoc chitng minh céng thic tim dugc trong cau a?
26. a. Viét chuong trinh tinh céng thuc sau,

3+35+35%+... +3.5"=3(5™" — 1)/4 khi n la s6 nguyén khéng

am?

b. Dung quy nap todn hoc dé ching minh két qua cong thuc trén?
27. Cho biéu thuc toan hoc sau,

1.23+234+-+nn+1 n+2 =

duong.

a. Viét chuong trinh tinh cong thic trén?

b. Dung quy nap toan hoc chitng minh cong thic trén?
28. Cho cdng thuc toan hoc sau: n® — 7n — 12 1a khéng &m khi n 1a sé nguyén Ién
hon 3.

a. Viét chuong trinh tinh gia tri biéu thic trén?

b. DUng quy nap todn hoc ching minh biéu thic trén?
29. C6 bao nhiéu phan tir c6 mat trong A UA, néu ¢6 17 phan tir trong A;, 41 phan
tur trong A, va,

a. AlNA2 = &? b. |JALNA2| = 1?

c. |[A1NA2| = 6? d. AlcA,?
30. Viét chuwong trinh minh hoa cho mdi trudng hop trong bai tap 1?
31. Trong mot trudng dai hoc co 345 sinh vién d hoc todn cao cap, 212 sinh vién
d4 hoc toan roi rac, va 188 sinh vién da hoc ca toan cao cap 1an toan roi rac. Hai,

a. Co bao nhiéu sinh vién d3 hoc hoic toan cao cap hoic toan roi rac?
b. Viét chuong trinh tinh két qua bai toan trén?

32. Mét cudc diéu tra muc séng cac gia dinh & My cho biét 96% cd it nhat mot céi
TV, 98% co dién thoai va 95% c6 dién thoai ddng thai c6 it nhat mot TV. Tinh ti I¢
phan trim cac gia dinh & My khong c6 dién thoai hodc khdng c6 TV va viét
chuong trinh minh hoa bai toan?
33. Tim céc phan tir trong A{UAL;UA; néu mdi tap ¢6 100 phan tir va néu,

a. Cac tap nay tung cap roi nhau?

b.C6 51 phan tir chung trong mdi cap tap va khéng c6 phan ta nao chung cua
ca ba tap?

c. C6 53 phan tir chung trong mdi cap tap va 25 phan ti chung caa ca ba tap?

d. Céc tap nay bang nhau?

e. Viét chuong trinh minh hoa cho mdi truong hop trén?
34. C6 2.504 sinh vién tin hoc trong mot trudng dai hoc. Trong sé d6 c¢6 1.876 sinh
vién da hoc Java, 999 sinh vién da hoc Python, va 345 sinh vién hoc C. Hon nira ta
con biét 876 sinh vién da hoc ca Java lan Python, 231sinh vién d& hoc Python va
C, va 290 sinh vién di hoc Java va C. Néu 189 sinh vién trong sb sinh vién nay da
hoc ca ba ngbn ngit Java, Python va C thi hol,

nn+1)(n+2)(n+3)

, V&I moi n nguyén
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a. C6 bao nhiéu sinh vién trong 2.504 sinh vién d6 chua hoc mdn nao trong ba
ngdn ngit lap trinh ké trén?

b. Viét chuong trinh minh hoa bai toan trén?
35. Trong mot cudc phong van cé 270 sinh vién tham gia, ngudi ta thdy cé 64
ngudi thich an cai xanh, 94 nguoi thich an bap cai, 58 ngudi thich xup lo, 26 nguoi
thich ca cai xanh va bap cai, 28 nguoi thich cai xanh va xup lo, 22 ngudi thich bap
cai va xup lo, va 14 nguoi thich ca ba loai rau d6. Hoi,

a. Co bao nhiéu ngudi trong sé 270 sinh vién nay khéng thich loai nao trong ba
loai rau ké trén?

b. Viét chuong trinh minh hoa bai toan trén?

36. Tim s6 lugng cac sd nguyén dwong khong 16n hon 100 va ddng thoi khong
chia hét cho 5 hoic cho 7; va viét chuong trinh minh hoa bai toan trén?

37. C6 bao nhiéu phan tir hop tor bén phgn tar néu moi tap c6 100 phan t, moi cip
cua cac tap nay co chung 50 phan tu, moi nhom ba tap c6 chung 25 phan tir, va co
5 phan tir thugc ca bon tap; va viét chuong trinh minh hoa bai toan?
38. a. C6 bao nhiéu sé hang trong cong thirc tinh s cac phan ti trong hop cua 10
tap theo nguyén ly bu tru?

b. Viét chuong trinh minh hoa cau a vai n nhap tir ban phim?
39. a. C6 bao nhiéu phan tir hop tir 5 tap, néu moi tap do chira 10.000 phan tir, moi
cap tap co 1.000 phan tr chung, moi b ba tap c6 100 phan tir chung, moi b bon
tap co 10 phan tir chung, va cd 1 phan ti thudc ca nam tap?

b. Viét chuong trinh minh hoa ciu a?
40. a. Viét cong thic tinh theo nguyén 1y bu trir dé xac dinh s6 phan tir hop cua sau
tap khi biet khong co6 bo ba tap nao trong céc tap nay co phan ti chung?

b. Viét chuwong trinh xac dinh biéu thic trén vai n, k nhap tir ban phim?
41. C6 bao nhiéu ngudi b tén ho viét tat bang ba chir cai khac nhau?
42. C6 bao nhiéu nguoi c6 tén ho viét tat bang ba chir cai khac nhau, trong do
khong co chir cai nao lap lai?
43. C6 bao nhiéu xau bit c6 ¢ dai bang tam?
44. C6 bao nhiéu xau géom nam ky tu ASCII, ¢ chua it nhat mot ky ty @? (Cha y:
c6 128 ky tu ASCII)
45. C6 bao nhiéu s6 nguyén duong bé hon 1.000 sao cho,

a. Chia hét cho 77?

b. Chia hét cho 7 nhung khdng chia hét cho 11?

c. Chia hét cho ca 7 Ian 11?

d. Chia hét cho hoac 7 hoic 117?

e. Chia hét cho chi mot trong hai s6 7 va 11?

f. Khong chia hét cho ca 7 1an 11?

g. C6 céc chir s6 khac nhau?

h. C6 céc chit s6 khac nhau va déu 1a s6 chan?
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CHUONG 3. PO THI
6 thi 1a mot cau tric roi rac gom céc dinh va cac canh ndi cac dinh do.
DNgu:(‘yi ta phan loai d6 thi tuy theo dic tinh va sé canh néi cac cip dinh
cia d6 thi. Nhiéu bai todn thuoc nhing linh vuc rat khac nhau cé thé
giai duoc bang mé hinh dd thi. Chang han, c6 thé dung b thi dé biéu dién su canh
tranh gitra cac loai trong mot méi trudng sinh thai, dé biéu dién ai ¢4 anh huong
Ién ai trong mot t6 chire nao do, dé biéu dién cac két qua cua cudc thi dau thé thao,
cling c6 thé dung d6 thi dé giai cac bai toan nhu tinh sd cac t6 hop khac nhau cua
cac chuyén bay gitra hai thanh phd trong mot mang hang khéng, hay dé giai bai
toan di tham quan tt ca cac thanh phé sao cho mdi thanh phé di qua diing mot lan,
hoac bai toan tim sé mau can thiét dé td cac ving khéac nhau trong mot ban db.
3.1. Céac khéi niém
3.1.1. P thi vé huéng va dé thi c6 huong
Pinh nghia 3.1. Bé thj vé hwéng G = (V, E) bao gom V 1a tap cac dinh, VA E la
tap cac canh, mdi canh e e E duoc lién két vGi mot cap dinh (v, w) va khéng phan
biét thir tu tai hai dinh ¢iu mat nhu hinh sau,

[ 4 S ®
v W

Hinh 3.1. Biéu dién canh e cta d6 thi vo huéng
Vi du 3.1. Hinh 3.2.a biéu dién d6 thi 4 dinh va 7 canh. Hinh 3.2.b 1a d6 thi 5

dinh va 5 canh.
@ (b)

Hinh 3.2. Biéu dién db thi vo huéng
Pinh nghia 3.2. Pé thi ¢6 huéng G = (V, E) gom mot tap V cac dinh va tap E
cac canh c6 hudng goi la cung.
MJi cung e € E dugc lién két voi mot cap dinh (v, w) ¢6 tha ty nhu hinh vé sau,

S >
Vv W

Hinh 3.3. Biéu dién cung e cta do thj c6 hudng
Vi du 3.2. Hinh 3.4 biéu dién mét d6 thi c6 hudng gém 6 dinh va 8 cung.

Hinh 3.4. Minh hoa d thi G(6, 8)
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Cha y. Do thi vo hudng cb thé coi 1a d6 thi c6 huéng trong d6 mdi canh
e = (v,w) tuong ung vai hai cung (v, w) va (w, v).

Cho d6 thi (c6 hudng hodc vo huéng) G = (V, E).

Néu canh e lién két dinh v, w thi ta ndi canh e lién thudc dinh v, w va cac dinh v,
w 1a dinh bién cta canh e, va dinh v ké dinh w.

Néu chi c6 duy nhat mot canh e lién két véi cap dinh v, w, ta viéte = (v, w).
Néu e la cung thi v goi 1a dinh dau, va w goi 1a dinh cudi cua cung e.

Néu c6 nhiéu canh lién két véi ciing mot cap dinh thi ta n6i d6 1a cac canh song
song.

Canh c6 hai dinh lién két tring nhau goi 1a khuyén.

Pinh khong ké véi dinh khac goi 1a dinh ¢ 1ap.

S6 dinh cua d6 thi hay con goi 1a bac caa d6 thi; bac cua dinh v 1a s6 canh lién
thuoc v, ky hiéu 1a deg(v) hay 8(v); sé canh hoic sé cung caa d6 thi goi la ¢& cua
dd thi. Vé6i dd thi c6 huéng, bac ra (bac vao) cua dinh v 1a sé cung lién thudc di ra
khoi no (di vao nd) va ky hiéu 1a deg*(v) (deg'(v)). Trén d6 thi vo hudng thi
khuyén dém bac cho dinh 2 don vi.

D6 thi co trong sé 1a dd thi ma mdi canh dugc gan cho mot nhan sé. Ky hiéu G
= (V, E, w), w la trong s cua cac canh. Canh e c6 nhan k thi k goi 1a trong sé hay
dé dai cua canh e. Trong sé cia dé thi 12 tong trong sé cua cac canh trén d6 thi. DY
dai cia dwong di 13 tdng trong sb cua cac canh trén duong di.

Vi du 3.3. Xac dinh bac cua cac dinh cua d6 thi sau:

b) © (@

® ® ®
Hinh 3.5. D6 thi vo hudng G(7, 6)

deg(a) = 1; deg(b) = 3; deg(c) = 3; deg(d) = 1,

deg(e) = 2; deg(f) = 2; deg(g) = 0.

Vi du 3.4. Xac dinh bac cac dinh caa db thi sau:

b =@< @

Y
® () ©
Hinh 3.6. D6 thi ¢6 huéng G(7, 6)
deg”(a) = 1; deg'(b) = 1, deg”(b) = 2; deg”(c) = 1, deg'(c) = 2;
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deg’(d) = 1; deg (e) =2; deg (f) = 1, deg”(f) = 1; deg'(g) = deg*(g) = 0.
3.1.2. Cac md hinh ng dung ciaa dd thi

Trong muc nay ching ta s& gidi thiéu mot sé6 mo hinh d6 thi tir cac linh vuc Gng
dung khac nhau.
3.1.2.1. Do thi lan té (Niche Overlap) trong sinh thai hec

Do thi duoc dung trong nhiéu md hinh c6 tinh dén su twong tac cua cac lodi vat.
Chang han su canh tranh cua cac loai trong mot hé sinh thai ¢ thé mé hinh hoa
bang do thi ldn té. Mdi loai duoc biéu dién bang mot dinh. Mdi canh vo hudng ndi
hai dinh néu hai loai duoc biéu dién bang cac dinh nay la canh tranh véi nhau (tic
14, chling cting chung ngudn thirc an). D6 thi trén hinh 3.7 1a md hinh cua hé sinh
thai rirng. Tir d6 thi nay chiing ta thay S6¢ va Gau tric 1a canh tranh véi nhau, con
Qua va Chuot thi khong.

o ‘ cu
Gau trac Diéu hau
Thu co tai So6c

Qua

Chim gd kién

=Y Rin

Chuot

Hinh 3.7. Do thi lan to
3.1.2.2. Do thi quen biét
Chung ta ding mo hinh d6 thi dé biéu dién méi quan hé giita moi nguoi Véi
nhau. Vi du, dung do thi dé biéu dién hai nguoi c6 su quen biét hay khong. Moi
ngudi trong mot nhom ngudi nao dé duoc biéu dién bang mot dinh. Mot canh vo
hudéng dung dé ndi hai ngudi néu hai nguoi quen nhau. Mot do thi quen biét duoc
biéu dién trén hinh 3.8.

Hoa

Thao Hai

Hinh 3.8. D6 thi quen biét

3.1.2.3. Dé thi dnh huéng

Khi nghién cau tinh chat cia mot nhom ngudi, ta thidy mot sé nguoi ¢d thé anh
huong 1én suy nghi ctia nhimg ngudi khac. D6 thi c6 hudng duoc goi la dé thi anh
hwéng c6 thé dung dé md hinh bai toan nay. Khi mot ngudi duoc biéu dién bang
dinh a c6 anh huong 1én nguoi dugc biéu dién bang dinh b thi giita dinh a va dinh
b duoc ndi bang mot canh c6 hudng. Trén hinh 3.9 biéu dién d6 thi anh huéng caa
cac thanh vién cua mot nhom. Hang anh huong dén Nguyén, Loc va Thanh thi
khong ai anh huong Ién anh ta.
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Nguyén

Long

Chau

Hoa

Hinh 3.9. D6 thi anh huéng
3.1.3. Cac don db thij dic biét
3.1.3.1. Dé thi day dii
Dinh nghia 3.3. D6 thi day du n dinh ki hiéu K, 1a mot don do thj chira ding
mot canh noi moi cap dinh phan biét.
Cac dd thi K, véin=1, 2, 3, 4, 5, 6 duoc biéu dién trén hinh 3.10 bén dudi sau.

E
A B c o] F
® ®e @
K1 K2 K3
L
] ™
o] P
@
K4 K5 K6

Hinh 3.10. Céc d6 thi K,
3.1.3.2. Pé thj vong
Pinh nghia 3.4. D6 thi vong C,, n > 3 1a mot dd thi co n dinh vy, v,, ..., v, Va
cac canh vy, v, , Vs, V3 ,wun, Up_q,Vp -
Cac vong Cs, C4, Cs va Cg biéu dién trén hinh bén dudi sau,

L
0 P
A H
D g E
:I | |
\? F q €] J K o R
C4 C5 C6

C3

Hinh 3.11. Cac d6 thi vong
3.1.3.3. Do thi phéin déi
Dinh nghia 3.5. Mot don do6 thi G = (V, E) duoc goi 1a do thi phan doi néu tap
cac dinh V c6 the phan thanh hai tap con khong rong, roi nhau Vi va V; sao cho
moi canh cua do thi noi mot dinh cua V4 véi mot dinh caa V.
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3.1.3.4. Do thi phang
Dinh nghia 3.6. Mot d6 thi ¢6 n dinh goi Ia @6 th; hinh hoc phang néu n6 dugc
biéu dién trén mat phang sao cho cac canh khéng cat nhau va duogc ky hiéu la K,,.
Vi du 3.5. Cac db thi G, H trén hinh 3.12 sau c6 1a d6 thi phan d6i khong?

p : A B

G H

Hinh 3.12. 6 thi vo huong G va H.

Gidi: D6 thi G 1a db thi phan doi, vi cac dinh caa nd 1a hop cua hai tap roi nhau
V, = {a,b,g} va V, = {c,d, e, f}, va mdi canh ciia d6 thi ndi mot dinh cua tap
con nay vai mot dinh cuaa tap con kia.

Do thi H 1a d6 thi khong phan doi vi khong thé chia tap cac dinh cua no thanh
hai tap con sao cho c&c canh khong dugc ndi hai dinh caa cling mot tap con.

3.2. Biéu dién do thi
3.2.1. Biéu dién bang danh sach

Trong rat nhiéu ¢ng dung caa d6 thi cach biéu dién do thi dudi dang danh sach
ké 1a cach biéu dién thich hop nhat duoc st dung.

Trong cach biéu dién nay, voi mdi dinh v ciia do thi chung ta luu trit danh sach
cac dinh ké véi n6, ma ching ta sé ky hiéu 1a Ke(v), tac 13,

Ke(v)={u e V: (u,Vv) € E}

Khi d6 vong 1ap thuc hién voi mdi phan ti trong danh sach nay theo thir tu cac
phan tir dugc sap xép trong d6 s& duoc viét nhu sau,

for u e Ke(v) do

{
3\ } 2 ~
Vi du 3.6. Cho cac do thi G va G1 nhu hinh bén dudi sau, hay biéu dien danh
sach ké cua cac do thi?

2 5

3 6
G G1

Hinh 3.13. Biéu dién d6 thi vo hudng G va db thi c6 hudng G1
Giai: Danh sach ké biéu dién do thi vo huéng G nhu sau,
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Dinh diu
L 2] 3] {5 il
0 [ 1] 3] {5 [nil
3 ol 2] s 4 il
sl 3 e8] {6 il
R e R I R A LT
6 | 4] s 5 il

Hinh 3.14. Biéu dién d6 thi G(6, 9)

Danh sach ké biéu dién db thi c6 huéng G1 sau,
key [ —F—={ 2] =3 [nil]

Ke(2) nil

Ke@ [ ——»{ 2] ]
Ke(ay [ nil ]

kes) | —F—=[ 4] {6 [nil]

kee) [ —J——={ 5 [nil
Hinh 3.15. Biéu dién d6 thi G1(6, 7)
Chuong trinh minh hoa hinh 3.13 dugc két qua nhu sau

Hinh 3.16. Chuong trinh minh hoa danh sach ké hinh 3.13
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3.2.2. Biéu dién bang ma tran
3.2.2.1. Matrdn ké

Dinh nghia 3.7. Cho d thi v huéng G = (V, E) ¢6 n dinh theo tha ty vy, V,.,...,
Vn. Ma trdn ké clia do thi G lama tran vudng A = a;; oy trong d6 a;; 1 s6 canh
(khuy@n) ndi v; véi Vj. Luuy rang, bac cua dinh mdi khuyén duoc tinh hai bac.

Tir dinh nghia suy ra rang ma tran ké caa dd thi vo huéng ludn ddi xang qua
duong chéo chinh.

Vi du 3.7. Cho d6 thi nhu hinh bén dudi. Hay biéu dién ma tran ké cua do thi
nay?

Vi Vo

Hinh 3.17. D6 thi v hudng G(5, 7)
Gidi: Theo dinh nghia 3.7, ta c6 ma tran ké 13,

Vi | Vo |Vs | Vg |Vs
v, |0 [1 [0 [0 |1
v, |1 [0 [1 [0 |1
v. |10 [T |1 [0 |1
v. |0 [0 [0 [0 |1
ve |1 |1 [1 [1 o0

Bang 3.1. Biéu dién ma tran ké G(5, 6)

Dinh nghia 3.8. Cho d6 thi c¢6 hudng G = (V, E) ¢6 n dinh theo thi ty vy, Va,. ..,
Vn. Ma trgn ké cia do thi G lama tranvudng 4 = a;; o trong do a;; 1 s6 cung
di tur Vi dén V.

Vi du 3.8. Hay biéu dién ma tran ké cua d6 thi c6 hudng sau,

V> Vs

Vi ¢
V3 Vs
Hinh 3.18. Biéu dién db thi c6 huéng G(6, 8)
Gidi: D6 thi trén c6 ma tran keé I3,
Bang 3.2. Biéu dién ma tran ké G(6, 8)
vi (Vo [vs [ve [vs [vg
v, |0 |1 [1 [0 [0 o




o1

v, |0 [0 [1 [1 Jo TJo

Vi | Vs V3 [V4 |Vs | Vg
v, |0 [0 [0 [1 [o o
voa |10 [0 Jo Jo |1 |1
v |0 [0 Jo [o [o |1
v |0 [0 [0 [o [o o

3.2.2.2. Matran lién thugc
Dinh nghia 3.9. Cho db thi vo huéng G = (V, E) ¢6 n dinh, V = {vy, V,,..., Vo}
va m canh E = {ey, e,,..., en}. Ma trdn lién thugc cua dd thi G 1a ma tran A4 =
a;;  thdaman,

1, néu dinh v; lién thuéc canh e;
aj = o an A Ten A
Y 0, néu dinh v; khong lién thuéc canh e;
Vi du 3.9. Hay biéu dién ma tran lién thuoc ddi vai db thi vo hudng G duoc cho
bai hinh bén dudi sau,

Vi e Vo
€4
(S5 €3 Y ez
€s
Vg €6 Vs

Hinh 3.19. Biéu dién db thi vé6 huong G(5, 7)
Gidi: Ma tran lién thudc biéu dién db thi v hudng G trén I3,

Bang 3.3. Biéu dién ma lién thuoc G(5, 7)
er e |es |es |es [es |6
v. [T |1 [0 [0 [0 [0 |o
v, |1 [0 [1 [T [0 [0 |o
V3 0 0 0 1 1 0 1
v |0 [0 [0 [0 [0 [1 |0
Vs 0 1 1 0 1 1 0

Dinh nghia 3.10. Cho do thi ¢6 huéng khong khuyén G = (V, E) ¢6 n dinh, V =
{v1, Vy,..., vai} vamcung E = {ey, e,,..., en}. Ma tran lién thugc cua do thi G la ma
tran A = a;; e thda mén,

1,néu dinh v; 1a dinh dau cia cung e;
a; = —1,néudinhv; 1a dinh cudi cda cung e;
0, néu dinh v; khong lién thudc cung e;
Vi du 3.10. Xét do thi va hdy biéu dién ma tran lién thugc cua do thi co hudng
Sau,
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Hinh 3.20. Biéu dién db thi c6 huéng G(6, 8)
Gidi: Ma tran lién thudc cta dd thi hinh trén 13,

Bang 3.4. Biéu dién ma tran lién thuoc G(6, 8)

e, |e |es |e; |es |es |e; |eg
vi (1 |1 |0 |O 0 0
v, |[-1 |0 0 0
v3 |0 |-1 |-1 |0 0 0
vy, |0 -1 |1 |1 0
vs |0 0o |-1 |1
v¢ ([0 (O (O |O |0 |-1 |0 |-1

3.3. Puong di trong do thi
3.3.1. DPwong di, chu trinh, tinh lién thong

Dinh nghia 3.11. Cho db thi G = (V, E).

— DAy u tir dinh v dén dinh w 12 tap hop cac dinh va canh nai tiép nhau bat dau
tur dinh v va ket thic tai dinh w. S0 canh trén day p goi la do dai cua day u.

— D¢ dai day ptir dinh v dén dinh w, v6i moi canh dugc gan mét nhan so duoc
biéu dién nhu sau:

1= (v,e,Vq,€3,Vy ,Vi_q1, €5, W)

trong d6 v; (i =1,k — 1) la cac dinh trén day va e; (i = 1,k — 1) la c&c canh trén
day lién thudc dinh ké trude va sau nd. Céac dinh va canh trén day c6 thé 13p lai.

— Duong di tir dinh v d&én dinh w 13 day tir dinh v dén dinh w, trong dé cac canh
khong lap lai.

— Puong di so cdp 1a duong di khong di qua mot dinh qua mot lan.

— Chu trinh 1a duong di c6 dinh dau va dinh cudi triing nhau.

— Chu trinh so cap 1a chu trinh khong di qua mot dinh qua mot lan.

— Ddy ¢6 hwong trong do thi c6 hudng 1a day cac dinh va cung ndi tiép nhau

e;,e,,...,e, thda min dinh cudi cua cung e; 1a dinh dau cua cung e;,, i =

1,k—1.

— Duong di ¢6 huéng trong dd thi c6 hudng 1a day c6 hudng, trong d6 cac cung
khong lap lai.

— D6 thi vé hiréng goi 12 lién thong, néu moi cap dinh cua nd déu c6 duong di
ndi chling véi nhau.

— D6 thi ¢ hwéng goi l1a lién thdng manh, néu moi cip dinh cua no déu co
duong di c6 hudng ndi chiing véi nhau.
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— Do thi ¢6 hwéng goi 12 lién théng yéu, néu c6 duong di giita hai dinh bat ki
cta do thi v huéng nén.

Do vay, db thi c6 huéng 1a lién thdng yéu néu va chi néu luén ton tai duong di
gitra hai dinh khi ta khéng quan tdm téi huéng cua céc canh. R rang moi do thi co
huéng lién thdng manh ciing 1a d thi lién théng yéu.

— Chu trinh Euler 1a chu trinh qua moi canh va moi dinh caa db thi, mdi canh
khong qua mot 1an.

— Duong di Euler 13 duong di qua moi canh va moi dinh caa d6 thi, mdi canh
khong qua mot lan.

— Chu trinh c6 huong Euler 1a chu trinh ¢6 hudng qua moi cung va moi dinh
cua do thi, mdi cung khdng quéa mot lan.

— Duong di c6 huwong Euler la duong di c6 hudng qua moi cung va moi dinh
cua do thi, mdi cung khdng qua mot lan.

Vi du 3.11. B thi

5 6
Hinh 3.21. B thi vo huéng G(6, 8)
C6 chu trinh Euler: 1,2,4,3,6,5,2,3,1) hoic(1,2,4,3,2,5,6,3,1)
Vi du 3.12. Cho db thi bén dudi sau,

A B
D= C
Hinh 3.22. 6 thi vo hudng G(4, 4)
c6 chu trinh Euler la: (A,B,C,D,A)

— Duong di Hamilton 13 dudng di qua tat ca cac dinh cua do thi, mdi dinh mot
lan. Pé thi ban Hamilton 1a d6 thi c6 duong di Hamilton.

— Chu trinh Hamilton 1& chu trinh qua tat ca cac dinh caa do thi, mdi dinh mot
lan, trir dinh dau va dinh cudi. Do thi Hamilton 1a d6 thi ¢ chu trinh Hamilton.

Vi du 3.13. Xét d6 thi sau va cho biét d6 thi sau c6 chu trinh Euler hay chu trinh
Hamilton?

Hinh 3.23. 6 thi vo huéng G(7, 14)
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Do thi trén khong c¢6 chu trinh Euler vi cac dinh g, ¢, e, f ¢6 bac ¢, nhung c6 chu
trinh Hamilton

a-b-oc—>d-oe—->f-og-a
3.3.2. Thuat toan tim chu trinh Euler

Cho @6 thi G = (V, E). Cac budc tim chu trinh Euler C cua G dugc md ta nhu
sau,

Buwéc 1. Xuét phét tir v bat ky, xay dung chu trinh C.
Buoc 2. Xba céac canh trong C ra khoi G va cac dinh cd lap.
Buéc 3. Néu G = & thi C la chu trinh Euler can tim.
Buéc 4. Tim dinh chung v cua C va G.
- Sip xép C bt dau tir v. ’
- Xuat phat tu v tim chu trinh C..
- Noi C vao C.
Quay lai buoc 2.
Vi du 3.14. Cho db thi G nhu hinh bén duéi va hdy tim chu trinh Euler C cua G.
a

9//h |P [

Hinh 3.24. 6 thi vo hudng G(10, 18)
Gidi: Gia sir xuat phét tir dinh a, chu trinh C = {a, b, d, g, h, i, ], f, ¢, a}. D thi

| ~
A

Hinh 3.25. Db thi G, cua chu trinh Euler

C va G; ¢6 chung dinh b. Sap xép C bat dau tr b, C={b, d, g, h, i, ], . c, a,
b}. Trén G, co chu trinh bat dau tir b, C; = (b, c, e, b).

NSi Cyvao Ctac6 C={b,d, g, h,i,j, f c ab,c, e b}
Do thi con lai G,

d f
W
h i

Hinh 3.26. Db thi G, caa chu trinh Euler
C va G, ¢ chung dinh d, sap xép C bt dau tir d, ta co,
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C={dg,n1i,jfc,ab,c,e b d}
Trén G, c6 chu trinh bt dau tr d, C, = (d, e, f, i, j, e, h, d). Néi C, vao C, ta cd,
C={dgh1,jfcabrcrebdeHfiehd}
G; = @ thi C la chu trinh Euler can tim. Hay,
C={ab,ceb,defiehdghijfc,a}

3.3.3. Bai toan tim dwong di ngan nhat
3.3.3.1. Phat biéu bai toan

Cho dd thi c6 trong s6 G = (V, E, w). Ky hiéuw i,j latrong sb cia canh (i, j).
Po dai dudng di

H=Vy 2V 2V 2 2 VUpq 2 Vn
la tong cac trong s6
n
Lu = W Vi_q1,7;
i=1 , , ,

Cho hai dinh a, z. Bai toan dat ra tim duong di ngan nhat tir a dén z.
3.3.3.2. Thugt toan Dijkstra

Thuat giai tim duong di ngan nhat tir dinh a dén dinh z trong do thj lién thong c6
trong so. Trong so cua canh (i,j) law i,j > 0 va dinh x s& mang nhan L(x). Khi
ket thac thuat giai L(z) chinh la chiéu dai ngan nhat tir a dén z.

0 Pdu vao. Do thi lién thong G = (V, E, w) ¢b trong sé w i,j > 0 voi moi
canh i,j ,dinha va dinh. , ’ ’ , ’

¢ Pau ra. L(z) chicu dai duong di ngan nhat tr a dén z, va duong di ngan nhat.

O Phuwong phap.

(1) Gan L(a) := 0. V&i moi dinh x # a gan L(x) := . Ky hieu T : = V.

(2) Chon v e T sao cho L(v) c6 gia tri nho nhat. Dat,

T=T—-{v}
(3) Néu z ¢ T, két thuc. L(z) la chiéu dai duong di ngan nhat tir a dén z.
Tir z lan nguoc theo dinh duoc ghi nhé ta c6 dudng di ngan nhét.
Nguoc lai sang budc (4).
(4) V&i mdi x € T ké v gan,
L(X) == min{L x ,L v +w(v,x)}

Néu L(x) thay ddi thi ghi nh¢ dinh v canh dinh x dé sau nay xay dyng dudng di
ngan nhat.

Quay Vé budc (2).

Hay thuat toan Dijkstra tim duong di ngdn nhat tir mot dinh bat ky a dén tat ca
cac dinh con lai cua do thi dugc mo ta chi tiét nhu sau:
Thugt toan Dijkstra (a): // a € V la mot dinh bat ky cua G = (V, E)
{

Buoc 1 (Khai tao)

L(a) := 0; // gdn nhén cua dinhsla0
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T:=S-{a}; /[T la tap dinh c6 nhan tam thoi
for (v € V) { //st dung a dé gan nhan cho cac dinh con lai
L(a) := Cla][v];
truoc[v] :=a; }
Buwoc 2 (Lap)
While (T = @) {
Tim dinh u € T sao cho d[u] := min(d[z]|z€T);
T := T\ {u}; //cé dinh nhan dinh u
for (veT) {
if(d[v] + d[u] + Afu]lv]) {
d[v] :=d[u] + A[u][v]; //gan lai nhan cho dinh v
truoc[v] :=u; }}}
Buwéc 3 (Tra lai két qud)
return (d[a], truoc[a]); }
e Dinh ly 1. Thuat toan Dijkstra la dling. ’ ’
_* Dinhly 2. Gia st G la d6 thi lién thdng o trong s6 va c6 n dinh. Goi f(n) la s6
lan thuat toan Dijsktra khao sat mot canh cia G trong truong hop xau nhat. Khi do
taco

f(n) = O(n?).
Vi du 3.15. Tim duong di ngan nhat tir dinh a dén dinh z trong d thi G sau,

Hinh 3.27. D6 thi v6 huéng G(8, 11)
— Thuc hién buéc 1:
bat T:={ab,cdef gz}
va La =0Lb =Lc=Ld =Le =Lf=Lg =o00.
Céac tham s duoc biéu dién trén dd thi nhu sau,
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b(c0) “{

""‘°|-< d(0)e efo ) 2(00)
73) gfw)/

Hinh 3.28. Cap nhat nhan d6 thi vo huéng G(8, 11)
Cac sb trong ngoic 1a L(x), x € T.
— Thuc hién budc 2,

La =minLx|xe€T =0
Nhu vy, chiing ta duoc két qua sau,
T:=T—- a ={b,cdefgz}

— Thuc hién budc 3, Vi z € T, sang budc 4.
— Thuc hién budc 4,
binh b va f ké dinh a. Ta cé,

Lb =minLb,La +2 =mino,2 =2

Lf =minLf,La +1 =minoo,1 =1
Céc dinh khac khong thay doi. Do thi ¢6 cac nhin nhu sau,

b(2),a ﬂ

e() z(e)

Y S—

Hinh 3.29. Nhan d6 thi G(8, 11) ké dinh a
— Thuyec hién budc 2,

Lf =minLx xeT =1
suy ra T=T- f ={b,c,degz}
— Thuc hién budc 3, zeT, sang budc 4.
— Thuyc hién budc 4,
Pinh d va g ké dinh f. Ta cd,
Ld =minLd,Lf +2 =mino,1+3 =4
Lg =minLg,Lf +5 =mino,1+5 =6
Céc dinh khac khong thay d6i. D6 thi c6 nhan nhu sau,
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b(2),a Q

d(4)f e e z()

a(0

f(1).a 9(6).f
Hinh 3.30. Nhan d6 thi G(8, 11) ké dinh f
— Thuc hién budc 2,
Lb =minLx xe€T =2
suy ra T=T—-— b ={cdegz}
— Thuc hién budc 3, z € T, sang budc 4.
— Thuc hién budc 4,
binh ¢, d va e ké véi b. Ta c6,
Lc =minLc,Lb +2 =minow,2+2 =4
Ld =minLd,Lb +2 =min42+2 =4
Le =minLe,Lb +4 =mino,2+4 =6
Céc dinh khac khong thay doi. DO thi c6 nhin nhu sau,

b(2),a C%
a(o<dé\e (6),> 2()

f(1).a 9(6).f
Hinh 3.31. Nhan d6 thi G(8, 11) ké dinh b
— Thuec hién budc 2,

Lc =minLx xe€T =4
suy ra T=T- c ={d, e gz}
— Thuc hién budc 3, z € T, sang budc 4.
— Thuyec hién budc 4,
Dinh e va z ké véi dinh c. Ta c6,
Le =minLe,Lc +3 =min64+3 =6
Lz =minLz,Lc +1 =mino,44+1 =5
Céc dinh khac khong thay doi. DO thi c6 nhin nhu sau,
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b(2),a )b
a(0l<d(4),f o 6(6),>Z(5)’C
f(1),a 9(6).f

Hinh 3.32. Nhan d6 thi G(8, 11) ké dinh ¢
— Thuyec hién budc 2,
Ld =minLx|xeT =4
suy ra T=T- d ={egz}
— Thuc hién budc 3, z € T, sang budc 4.
— Thuec hién budc 4.
Pinh e ké dinh d. Ta co,
Le =minLe,Ld +4 =min64+4 =6
Céc dinh khac khong thay doi. D6 thi c6 nhin nhu sau,

b(2),a Q
a(q (4) f & e(6)>z(5),c

f(l) a g(6) f

Hinh 3.33. Nhan d6 thi G(8, 11) ké dinh d
— Thuyc hién budc 2,

Lz =min LX|x€T) =5
suy ra T=T- z ={eg}
— Thuyc hién budc 3, z¢T. Két thic. ,
L(z) = 5 1a d6 dai duong di ngan nhat tir a dén z.

Tir z lan nguoc lai theo cac dinh da dugc ghinhdz > ¢ —> b — a. Ta suy ra

dugc duong di ngin nhét 13,
a—>b->c—o>z

Ngoai ra mot cach khac chinh la s dung phuong phap 18p bang ghi nhan. Tuc
|3, ta 14p bang tinh toan cac nhan gom cac cot ung véi cac dinh, va cac hang tng
véi c&c lan tinh nhan & budc (4). Cac nhan gach dudi tng voi nh@n nho nhat &

budce (2), va dinh bi loai dugc ghi bén phai.

Sau khi dinh z bj loai, tir z ta lan nguoc vé dinh a theo nhan ghi trén bang. Céc
dinh trén duong di duoc gach dudi (trén cot cac dinh loai). Cuoi cung theo thir tu

nguoc lai ta nhan dugc dudng di ngin nhat.
Sau day la bang tinh toan cua vi du trén.
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a b c d e f g z
0

2(a) 1(a)

2(a) 4(f) 6(f)

4(b) 4(f) 6(b) 6(f)

4(f)  6(b) 6(f) 5(c)

6(b) 6(f) 5(c)
Hinh 3.34. Két qua Dijkstra d6i véi G(8, 11)

Ta suy ra duong di ngan nhat tira dén z 13: a —> b — ¢ — z voi do dai 1a 5.
Hay chuong trinh minh hoa két qua caa thuat toan Dijkstra tim duong di ngan
nhat tr dinh a dén z cua do thi G trén twong ung lan luot cac dinh tir 1 dén dinh 8.

Ta c0 ket qua sau,

IN Q0 [T = I

Hinh 3.35. Chuong trinh thuat toan Dijkstra do thi G(8, 11)

3.3.3.3. Thugt toan Floyd

Thuat giai tim do dai dudng di ngan nhat gitta moi cap dinh trong do thi c6
hudng lién théng cé trong so (khdng bat budc > 0).

0 Pdu vao. Bo thi lién thong G = (V, E, W), V= {1, 2,..., n}, c¢6 trong so W(i, j)
Voi moi‘cung @, J). ‘ , ,

0 DBau ra. Ma tran D = [d(1, j)], trong do6 d(i, j) la chiéu dai duong di ngan nhat
tur i den j vai moi cap (i, j).

O Phwong phap.

(1) Buéc khoi tao. Ky hiéu Dy 1a ma tran xuat phat,

Do = [do(i, J)]

trong do6 do(i, j) = w(i, j) néu ton tai cung (i, j) va dqi, j) = +o0 néu khdng ton tai
cung (i, j) (dac biét néu khéng c6 khuyén tai i thi d(i, i) = +o).

Gan k :=0.

(2) Kiem tra két thic. Néu k = n, ket thic. D = D, la ma tran d dai duong di
ngan nhat. Nguoc lai tang k 1én 1 don vi (k:= k+1) va sang budc (3).

(3) Tinh ma tran Dy theo Dy,

V&i moi cap (i, j), i,j = 1, n thuc hién,

NEu dia(i, ) > dica(i, k) + dica(k, j) thi dat,

dk(i, J) 1= dia(i, k) + dia(k, j)

nguoc lai dat de(i, j) = dia(i, J).

Quay lai buac (2).
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Hay ndi cach khac,
Input: n — s dinh cua db th.

d — ma tran ké cua dd thi.
Output: Chuyén doi ma tran d thanh ma tran do dai duong di ngan nhat.
for(k=0;k=n-1; k++) {

for(1=0;i=n-1;i++) {
for(G=0;j=n-1;j++){
d[ili] = min(d[i]0], a[i][K] + d[K][i]);

3}

e Dinh ly 1. Thuat toan Floyd la dang [5].

e Hé qud.

(i) Néu ma tran két qua cua thuat toan Floyd cd phan tir hitu han trén duong
chéo i =i thi do thi chaa chu trinh.

(i) Néu ma tran két qua chia phan tir +oo ngoai duong chéo i = i thi d6 thi
khong lién thong manh.

Vi du 3.16. Xét db thi sau,

Hinh 3.36. 6 thi ¢6 huéng G(6, 9)

Ap dung thuat toan Floyd hay xac dinh ma tran khoang cach gira moi cap dinh
(i, j) trong do thi trén?

Gigi: Ap dung thuat toan Floyd ta co,

Ma tran khoang cach xuat phét Dy la (cac 6 trong 1a o) dugc thé hién bén dudi,

binh| 1 2 3 4 5 6
1 7 2
2 4 1
Do=| 3 3
4 4
3) 2 2
6 1

Tir ma tran Dy, theo thuat todn ta xay dung cc ma tran tiép theo nhu sau (cac
gach dudi ¢ gia tri thay doi)
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pinh| 1 | 2 | 3 | 4| 5 | 6
1 7 2
2 4 1
3 3
4 4
5 2 1 9| 2 | 4
6 1
pinh | 1 2 3 | 4 5 6
1 711 ) 2 8
2 4 1
3 3
4 8 5
5 2 2 4 | 10
6 5 2
pinh | 1 3| 4] 5| 6
1 11 | 2 | 8 | 14
2 4 7
3 3
4 5 | 11
5 2 | 9 4 |10 | 5
6 1| 5 2 | 8
pinh | 1 3 5 6
1 6 | 10| 2 | 7 | 13
2 1
3 3
4 4 8 5 | 11
5 2 | 8 | 2 4 | 9 | 5
6 1 2 8
pinh | 1 2 3 4 5 6
1 9 6 | 9 2 7 | 12
2 3 9| 3|5 1 | 6
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pinh| 1 | 2 | 3| 4 | 5 | 6
Ds= | 3 3
4 7 7 9 10
5 | 2 2 | 4 5
6 4 4 6 7
Pinh| 1 | 2| 3 | 4|5 | 6
1 19|69 | 2|71
2 | 3] 7| 3 |51
D =Ds= 3 7 4 7 9 | 5
4 |7 4| 7 | 9|5 10
5 | 2|6 | 2 | 4] 7
6 | 4 | 1| 4 |6 |2

Cubi cung D 1a ma tran khoang cach ngan nhat gitta moi dinh.
Ngoai ra, dua trén co s& cua thuat toan Floyd két qua dugc minh hoa nhu sau,

Ma tran khoang cach cua thuat toan Floyd la:
G B 7 12
1 i

7
5

FE]

[y ]

Hinh 3.37. Chuong trinh minh hoa thuat toan Floy do thi G(6, 9)

Cudi cling, D 12 ma tran khoang cach ngan nhat gitta cac dinh. Theo hé qua
chung toé rang do thi lién thdng va chua chu trinh.,
3.4. Bai toan t6 mau dd thi
3.4.1. T6 mau do thi

Nhiing bai toan lién quan dén td mau ban do da dan dén rat nhiéu két qua trong
ly thuyet do thi. Khi mét ban do dwoc td mau, hai mien c6 chung bién gisi phai
duwoc 16 bang hai mau khac nhau.

Mot bai toan dit ra 13 xac dinh s6 mau tdi thiéu dé té ban db sao cho cac mién ké
nhau khong duoc td cung mau.

Vi du 3.17. Ban d6 sau can 3 mau (nhung 2 mau la khong du),

= T — Te—

" -~
L=
[=] e
— T

. P

Hinh 3.38. Ban do t6 3 mau
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Vi du 3.18. Ban d6 sau can 4 mau (nhung 3 mau 1a khong du),

o=

Hinh 3.39. Ban d6 t6 4 mau
Dinh nghia 3.12.
T6 mau dz’ph mot don db thi 1a su gan mau cho cac dinh cta nd sau cho khéng
¢6 hai dinh ké dugc gan cung mot mau.
Sac so cua do thi G, ky hiéu 1a %(G), 1a s6 mau toi thicu can thiét dé to mau dinh
do thi.
Vi du 3.19. Tim sic sb cua db thi G sau,

Hinh 3.40. Sac s6 d6 thi vo huéng G(6, 10)
Db thi chira K, vay sac sd cua do thi > 3. Db thi chira chu trinh d6 dai 1¢
(A,B,C,D,E,A)
nén ta phai dung it nhat 3 mau dé t6 céc dinh A, B, C, D, E. Binh F ke c4c dinh d6
nén ta can thém maot mau nira dé té F. Suy ra x(G) = 4.

Vi du 3.20. Tim sic sb cua db thi G sau,
B E

') F
Hinh 3.41. Sac s6 d6 thi vo huéng G(7, 12)
Do thi chira Kg, vay sac sb cua do thi > 3. D6 thi chira chu trinh d6 dai 1é
(A, B, C, A)
nén ta dung it nhat 3 mau 1, 2, 3 dé t6 nhu sau, td cac dinh A, D, G mau 1; c4c
dinh B, F mau 2 va cac dinh E, C mau 3. Nhu vay y(G) = 3.
Vi du 3.21. Tim sic s6 cua d6 thi G sau,
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C F
Hinh 3.42. Sic s6 d6 thi vo huéng G(7, 13)

DO thi con H véi cac dinh B, C, D, E, F ¢6 chu trinh l¢ nén x(H) > 3. Khang mat
tinh tong quat, ta dung 3 mau 1, 2, 3 d€ 6 cac dinh nhu sau, t0 B, Fmau 1; E, C
mau 2 va D mau 3. Bé t6 duoc hai dinh A va G, ta bat buoc phai dung thém it nhat
1 mau nira. Nhu vay x(G) = 4.

Pinh 1y 1. Néu d6 thi G chira do thi con dang cau véi K, thi x(G) > n.

binh Iy 2. Mot don d6 thi c6 thé td bing 2 mau khi va chi khi n6 khéng c6 chu
trinh d6 dai lé.

Dinh 1y 3. x(G) < A(G) + 1 véi moi dd thi G, trong 46 A(G) 1 bac dinh 16n
nhat caa G (dang thic xay ra khi G = K, hoic G 1a chu trinh do dai 18).

3.4.2. Thuit todn tuan tw wu tién dinh bac Ién nhat
_Cho do thi G = (V, E). Thuat toan sau s& t6 mau céc dinh do thi voi s6 mau k
gan vai sac so x(G).
(i) Lap danh sach cac dinh cua do thi
E'= vyq,vy, ..., vy
theo thtr tu bac giam dan
deg vy >deg v, =:-=>deg v,

bati:=1.

(ii) T6 mau i cho dinh dau tién trong danh séch. Duyét lan luot cac dinh tiép
theo va t6 mau i cho dinh khdng ké dinh da dugc td mau i.

(iii) Néu tat ca cac dinh da duoc td mau thi két thic, do thi da duoc t6 mau bing
i mau.

Nguoc lai sang buac (iv).

(iv) Loai khoi E’ cac dinh da t6 mau, dat i ;= i+1, va quay lai buac (ii).

Vi du 3.22. T6 mau db thi sau,

a b C

g f

VAN

8] L J

Hinh 3.43. Sic s6 d6 thi vo hudng G(10, 18)
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Ta co: deg(a) = 4, deg(b) = 4, deg(c) =4, deg(d) = 2, deg(e) =6
deg(f) = 4, deg(g) = 2, deg(h) = 4,deg(i) = 4, deg(j) = 2.
Ta xép céac dinh theo thu tu bac giam dan,
E'= eab,cfh,idg]j
T6 mau dinh 1 cho cac dinh e, f, d va duoc két qua nhu sau,

b C

a

d(1)e

g

Hinh 3.44. Sic s6 mau 1 db thi vé hudng G(10, 18)
Cac dinh con lai la E'= ab,ch,igj
T6 mau 2 cho cac dinh a, ¢, i, g va duoc két qua hinh anh d6 thi minh hoa sau,

a(2) b c(2)

d)g

a2)

Hinh 3.45. Sic s6 mau 2 db thi vé huong G(10, 18)
Cac dinh con lai la E'= b,h,j
T6 mau 3 cho cac dinh b, h, j ta nhan dugc d6 thi t6 mau nhu sau,

a(2) b(3) c2)

ity

@)

h(3)

Hinh 3.46. Sic s6 mau 3 d6 thi vo hudng G(10, 18)
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3.4.3. Mét sb bai toan &ng dung
3.4.3.1. Bai todn diéu khién dén higu nit giao thong
Gia sir ta can thiét 1ap mot quy trinh diéu khién dén hiéu ¢ nut giao thong phirc

tap, nhiéu giao 19, sao cho trong mot khoang thoi gian an dinh, mot s tuyén duoc
thng qua, trong khi mot sé tuyén khéc bi cdm dé tranh xay ra dung do.

Van dé dit ra 12 phan hoach cac tuyén duong thanh mot sé it nhat cac nhém, sao
cho céc tuyén trong mot nhoém khong dung do. Khi do thoi gian cho doi téi da dé
duogc thong duong 1a it nhat.

Gia su nat giao thong co n tuyén Ty, Ty, ..., Ty Nhiing tuyén giao nhau c6 thé
dan dén dung d6 goi la tuyén xung khdc.

Nhu vay dén hiéu phai béo sao cho nhirng tuyén xung khéc khong dong thoi luu
thong, va cho phép cung luu thong nhitng tuyén khong xung khac.

Ta mo hinh hoa bai toan bang d6 thi va dua vé bai toan té mau d6 thi nhu sau.

Céc dinh cta do thj 1a céc tuyén duong, va hai tuyén ke nhau khi va chi khi
chung xung khac.

Ta t6 mau cac dinh cua do thi sao cho cac dinh ké nhau khong cting mau. Ta coi
Moi mau dai dién cho mot pha di€u khién dén bao, cac tuyen cung mau d6 luu
thong. Nhu vay bai toan ban dau dua veé bai toan t6 mau do thi véi s6 mau it nhat.

Vi du 3.23. Xét nit giao théng sau,

>N

Hinh 3.47. Minh hoa hé théng giao théng

O dy C va E la duong mét chicu, con céc dudng khac 1a duong hai chiéu. Nhu
vay sé c0 13 tuyen cd thé thuc hién qua nat giao thdng nay 13,

AB, AC, AD, BA, BC, BD, DA, DB, DC, EA, EB, EC, ED.

Nhiing tuyén nhu AB (tir A t6i B) va EC c6 thé luu thong dong thoi. Nhung
nhiing tuyeén nhu AD va EB thi khong thé luu thong dong thoi duoc, vi ching giao
nhau dan dén dung d9, d6 la cac tuyen xung khac.

Mo hinh d6 thi ¢6 dang sau:
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Hinh 3.48. B6 thi minh hoa hé thdng giao théng tuyén xung khic
Ap dung thuat toan t6 mau cia cac dinh do thi va nhan duoc két qua nhu sau,
Bang 3.5. Két qua td mau hé thong giao thong
binh DA EB AB BD EC AC AD BC EA DB BA DC ED
Bic 5 5 4 4 4 3 3 3 3 2 0 0 O
Mau 1 2 2 3 1 3 3 1 1 2 1 1 1
Nhu vay ta chi can 3 pha diéu khién,
Pha 1: Luu thong cac tuyén DA, EC, BC, EA.
Pha 2: Luu thong cac tuyén EB, AB, DB.
Pha 3: Luu thong cac tuyén BD, AC, AD.
Céc tuyén BA, DC, ED lic nio ciing luu thong.
3.4.3.2. Bai toan ldp lich thi
Gia sir mdi sinh vién phai thi mot s6 mdn trong n mén thi. Hay lap lich thi sao
cho khong co sinh vién nao c6 hai mon thi cung mat thoi gian va so dot thi la it
nhat.
D¢ giai bai todn nay ta Iap do thi ¢ cac dinh 1a cc mon thi va hai mon thi ke
nhau néu g:é mot sinh vién thi ca hai mén nay. Thoi gian thi cia moi mon dugc
biéu thi bang cac mau khac nhau. Nhu vay bai toan lap lich thi dugc dua vé bai
toan t6 mau do thi.
Vi du 3.24. C6 7 mdn thi can xép lich. Cac mén hoc duoc danh sb tir 1 dén 7.
Céc cap mon thi sau c6 chung sinh vién,
(1,2),(1,3),(1,4),(1,7),(2,3),(24),(2,5),(2,7), 3 4), (3,6),
(3,7),(4,5), (4,6), (5,6), (5 7), (6, 7).
D6 thi twong tng nhu sau,
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5 4
Hinh 3.49. B6 thi G(7, 16) minh hoa lap lich
Ap dung thuit toan t6 mau cac dinh d6 thi va nhan duogc két qua sau,
Bang 3.6. Két qua to6 mau db thi G(7, 16)
binh 2 3 4 7 1 5 6
Bac 5 5 5 5 4 4 4
Mau 1 2 3 3 4 2 1
Nhu vay ta c6 lich thi gdm 4 dot nhu sau,
Dot 1: Thi cadc mbn 2, 6.
Dot 2: Thi cac mbdn 3, 5.
Dot 3: Thi cac mbn 4, 7.
Dot 4: Thi mon 1.
3.5. Cay khung va céac thuat toan lién quan
3.5.1. Khéi niém co ban
Dinh nghia 3.13. Cay la d6 thi lién thong khéng chia chu trinh.
Vi du 3.25. B thi sau 14 cay.

Va2 V3
V4 Vs Ve V7

Hinh 3.50. Biéu dién cay

Goc cua cay 1a mot dinh dic biét, thong thuong 1a dinh trén cing.

Mdrc cia dinh 1a 6 dai duong di tir gbe dén dinh d6, muc gdc bang 0.

D¢ cao cua cdy 1a mac 16n nhat caa cy (tic 1a mac cua dinh cach xa cay nhat).

Trong vi du trén néu ta chon v, 1a gdc thi v,, v 1a nhitng dinh murc 1, cac dinh
V4, Vs, Vg, V7 CO Mirc 2, va do cao cua cay la 2.

Dinh nghia 3.14.

Cho T 1a cay c6 gbc v,. Gia st x, v, z 1a cac dinh caa T va (Vo, Va,..., vn) 12
duong di trong T. Khi do ta gol,

vy la cha cua v, Vo, V1,..., Vo la tién bai cua vy

v, 1a con cua v, Vv, 12 hdu thé cua vi4 néu v, 12 tién bdi cua v;;
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y va z 1a anh em néu chung déu 1a con caa dinh x.

X 14 dinh 14 caa cay néu n6 khong cé con.

X 14 dinh trong cua cay néu no cé con.

Dinh nghia 3.15. Rirng 1a @6 thi ma mdi thanh phan lién thong 1a cay.
Vi du 3.26. D6 thi sau la ring caa 3 cay.

Hinh 3.51. Biéu dién ring - 3 cay

Dinh nghia 3.16. Céy ¢6 goc dugc goi |2 cAy m - phan néu tat ca cac dinh trong
ctua nd khong c6 hon m con. Cay duoc goi la m - phdn day du néu moi dinh trong
c6 dung m con. Cay m - phan véi m = 2, duoc goi la cdy nhi phan.

3.5.2. Tinh chat

Dinhly 1.

Cho G = (V, E) la mét cay. Cac ménh dé sau tuong duong,

(i) G =(V, E) 1a d6 thi lién théng va khong cé chu trinh.

(ii) G = (V, E) khong chaa chu trinh va co n - 1 canh.

(ili) G = (V, E) lién théng va co n - 1 canh.

(iv) Hai dinh bat ky dwoc ndi véi nhau bai mot duong di duy nhat.

(v) G =(V, E) khong chtra chu trinh va néu thém maot canh néi hai dinh thi ta
thu dugc dung mét chu trinh.

(vi) G = (V, E) lién théng va néu thém mot canh nbi hai dinh thi ta thu duoc
ding 1 chu trinh.

binh Iy 2. Mot cay ¢ it nhat 2 dinh treo.

Chizng minh. Ta ching minh bang phan chang. Gia su trong cay G s6 dinh treo
nho hon 2. Co hai truong hop xay ra,

a. S6 dinh treo = 0.

b. S6 dinh treo = 1.

Ta ching minh ca hai truong hop déu khong xay ra.

Truong hop a. Néu sd dinh treo = 0, tirc 1a khong c6 dinh treo, hay mi dinh
trong G deu it nhat 2 canh lién quan dén nd, tuc la bac cua né > 2. Xuat phat tur
moi dinh vao 1 canh va dira 1 canh khac (khong lap lai), qua trinh nay la vo han,
vi neu hiru han thi xuat hi¢n dinh treo. Tinh v6 han nay mau thuan véi tinh hiru han
cua cac canh trong do thi. Cu thé duoc thé hién nhu hinh bén dudi,

A

C

Hinh 3.52. Cay c6 s dinh treo bang 0
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Truong hop b. Gia sit ¢6 1 dinh treo. Ta xuét phat tir dinh nay di nguoc lai qua
trinh trén thi cling dan dén sy mau thuan vaéi tinh hitu han cua do thi.

Nhu vay dinh ly dugc ching minh.

Pinh Iy 3. Cho G la cdy m - phan day du. Khi do,

1.idinhtrong s& co titcan=m.i+ 1 dinhval = m —1 i+ 1 dinh ngoai.

2.ndinhsécoi= "T_l dinh trong va [ = % dinh ngoai (dinh 14).

3.1 dinh ngodi c6 n = 2 dinh va i = —~ dinh trong.

m-—1 m-—1

Vi du 3.27. Cho cay nhi phan day du c6 7 dinh trong, 8 dinh 14 va 15 dinh nhu
hinh bén dudi. Hay chirmg minh dinh ly 3 trén?

Hinh 3.53. Cay nhj phan day du chiéu cao 3

Giai:
Theo dinh ly 3, ta cé,
1. Cay 2 - phan day du véi 7 dinh trong s& c6 tat can=2*7 + 1 = 15 dinh.
2. Céy 2 - phan day du véi 15 dinh s& ¢ i = % = 7 dinh trong va 1 =
221 +15*1 — 8 dinh la.
3. Cy 2 - phan day du voi 7 dinh trong s& co n =2*7 + 1 =15 dinhval =
2—1 *7+1=284dinhl4.

4. Cy 2 - phan ddy du con = 222

[e¢]

= 15dinhvai =
3.5.2. Thuit toan tim cay khung nhé nhat

'Dinh nghia 3.17. Cho G la mot don do thi. Mot cay duoc goi la cay khung cia G
néu no la mot do thi con cua G va chira tat ca cac dinh cua G.

Vi du 3.28. Tim cay khung cuia d6 thi G hinh bén dudi sau,

I A
N

~—

Hinh 3.54. Pon db thi lién théng G(7, 9).

Gidi: Do thi G lién thong nhung khong 1a mot cdy vi n6 chta chu trinh don. Vi
vay chdng ta phai loai chu trinh trong G bang céch loai bo mot sé canh nhung d6
thi con nhan duoc van lién thdng va chira tt ca cac dinh cua G. Day cac canh bj
x06a di tao ra cdy khung dugc minh hoa nhu hinh bén duéi sau,

_1 = 7 dinh trong.

N
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Hinh 3.55. Cac cay khung cua G.

Dinh nghia 3.18. Cay khung nhé nhdt trong mot @6 thi lién thdng cé trong s 1a
mét cay khung c6 tong trong sb trén cac canh caa nd 1a nho nhat.

Ching ta s& tim hiéu hai thuat toan xay dung cay khung nho nhat. Ca hai déu
duoc tién hanh bang cach ghép cac canh co trong s6 nho nhat trong sb cac canh ¢6
mét tinh chit nao d6 ma chua dwgc ding.

Thuat toan dau tién do Robert Prim cong b6 vao nam 1957, mic du ¥ tudng co
ban cta nd da ¢ tir Sém hon rat nhiéu. Bé thuc hién thuat toan Prim, ta bat dau
bang viéc chon dung mot dinh bat ky cua ciy va mo rong timg buéc mot, moi
buéc thém mot canh méi vao cay cho dén khi dugc cay khung bao trim tat ca cac
dinh cua do thi. Hay chiing ta s& thyuc hién lan luot ghép vao cy cac canh c6 trong
sb tbi thiéu cac canh lién thuoc véi mot dinh cua cay va khong tao ra chu trinh
trong cady. Thuat toan sé duirng khi (n — 1) canh da dugc ghép vao cay.
3.5.2.1. Thugdt toan Prim

0 Pduvao. G = (V, E) cd trong s6 va lién thong véi |[V| = n dinh.

Cac dinh ky higu 1a

1,2,...,n

Trong sb canh (i, j), (i, j) €E, ky hiéu Ia Wij.

0 Pau ra. Cay khung G, cd trong sé bé nhat hoic két luan dd thi khdng lién
thong.

Thugt toan.
(1) Khei tao.

G, 12 dd thi gom 1 dinh (bat ky) va khong c6 canh.
(2) Kiém tra diéu kién két thic.

Néu G, c6 n — 1 canh, két thuc. Két luan G, 1a cay khung nho nhat. Nguoc lai
sang buac (3).
(3) Thém canh.

Ky hiéu M la tap,

M={(i,j)eE|ieGy & j&Gy}
Tim canh (k, h)e M sao cho,
Wiy, = min{w;;|(i,j) eM}
Néu wy, < oo, thém canh (k, h) va dinh h vao G, sang budc (2).
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Nguoc lai, tc M = &, két thic. Két luan d6 thi khéng lién thong.
Vi du 3.29. Cho db thi G = (V, E) duéi dang

a2 b3 (o)1

3 1 2 5

O—=—@——

Hinh 3.56. D6 thi G
Tim cdy khung bé nhat theo thuat toan Prim?
Giai:
(1) Khei tao. G, chi c¢o dinh a, khdng cé canh, hay,

7 G0,:= a,d,dG, =0
(2) Kiém tra, So canh cua G, 1a 0, sang budc (3).
(3) Thém canh, Tap M la,
M={(a b), (a e)}

Taco, w,, = 2 = min wi; 1,j eM = min{Z, 3}
Thém dinh b va canh (a, b) vao G,
Go= ab, ab ,dG, =d Gy, +wy, =2
(2) Kiém tra. S6 canh ctia G, 1a 1, sang budc (3).
(3) Thém canh. Tap M 1a,
M ={(a e), (b, c), (b, )}
Ta co, wpe = 1 = min{w;;|(i, j) eM}
Thém dinh f va canh (b, f) vao G,,
Go:= abf, ab, bf ,dGy, =d G, +wy=3.
(2) Kiém tra. So6 canh cua T 1a 2, sang budc (3).
(3) Thémcanh. Tap M la, M = {(a, e), (b, ¢), (f, ), (f, )}
Ta cl, wye = 3 = min{wj;|(i,j) eM}
Thém dinh e va canh (a, €) vao Gy,
Go=(abf,e.,{ab, bf, (ae)},
d(Gy):==d Gy +w,. =6
(2) Kiém tra. S6 canh cua G, 1a 3, sang budc (3).
(3) Thém canh. Tap M la, M = {(b, ¢), (f, e), (f, 9)}
Ta cd, wye = 3 = min{wj;|(i,j) eM}
Thém dinh ¢ va canh (b, ¢) vao G, ta cd,
Go= ab,f,ec, ab, bf, ae, bc ,
dGy, =d Gy +wp.=9
(2) Kiém tra. S6 canh cua G, 1a 4, sang budc (3).
(3) Thém canh. Tap M la,
M = {(c, d), (c, 9), (f, 9), (f, &)}
Tacd, weg = 1 = min{wy;|(i,j) eM}
Thém dinh d va canh (c, d) vao G,, ta co,
Go=(ab,fecd,{ab, bf, ae, bc,(cd)})
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d G, =d Gy, +wq =10

(2) Kiém tra. S6 canh cua G, 1a 5, sang budc (3).

(3) Thém canh. Tap M 1a,
M ={(f, e), (f, 9). (c, 9), (d, h)}

Taco, weg = 2 = min{wy;|(i,j) eM}

Thém dinh g va canh (c, g) vao G,, ta co,
Go == (ab,fecdg,{ab, bf, ae, bc, ¢d,(cg})
d Gy =d Gy +weg=12

(2) Kiém tra. S6 canh cta G, 1a 6, sang budc (3).

(3) Thém canh. Tap M la, M = {(e, 1), (f, 9), (g, h), (d, h)}

Ta co, wgy, = 3 = min{wj;|(i, j) eM}

Thém dinh h va canh (g, h) vao Gy, ta co,

Go==(ab,fecdgh,{ab, bf, ae, bc, ¢,d, c,g,(gh)})

d Gy =d Gy +we =15

Viy d6 dai cay khung nho nhét G, c6 d6 dai 1a 15 va cay khung nho nhat duogc

biéu dién minh hoa bén dudi sau,

a2/b\3/C\ 1@
3 ll L
(—3—®

Hinh 3.57. B thi G,

Thuat todn thar hai do Joseph Kruskal phat minh vao nam 1956, dé thyuc hién
thugt toan Kruskal, va thuat toan nhu sau,

3.5.2.2. Thuadgt toan Kruskal
0 Bd:u vao. G = (V, E) lién théng c6 trong s§ véi [V| = n dinh.
¢ Paura. Gy = (V, E') cay khung c6 trong so bé nhat.
Thudt toan.
e Chon canh c6 cling trong so bé nhat cua do thi G = (V, E) lam canh cua cay
khung, mién la canh d6 khong tao ra chu tri’nh. , ,
 Gheép thém cac canh c6 cung trong so bé nhat trong so cac canh con lai vao
cay khung, mién la ching khong tao ra chu trinh v&i cac canh da cho.
e Thu tuc ghép nhu vay sé dung lai néu n — 1 canh da duoc chon.
Thuat toan Kruskal dudi dang gia mé sau,
Kruskal (G, w)
{T:=(V, @); I/ T la cay khung cd trong s6 bé nhat;
for (i:=1;i<=n-1;i++){
u := mot canh bat ky co trong sé bé nhat va khong tao ra
chu trinh khi ghép n6 vao T;
T:=Tu{u};

3}




75

Vi du 3.30. Dung thuat toan Kruskal hdy tim cay khung nhé nhét caa @6 thi G
sau.

@ 1
12 13
(2
11 2
@ 10

Hinh 3.58. Kruskal do thi G(9, 16)
Két qua ap dung thuat toan Kruskal ddi véi G dé xac dinh cay khung bé nhat cho
¢ bang dudi day,

Budc Canh | Trong SO | ~» g

chon chon canh chon Cay khung be nhat cua G
1 @b) |1 Cay khung bé nhét Ia:
2 (b,c) |2 1(Go) = 40.
3| |3 @t bt
4 (f, 1) 4 3
5 G,h) |5 ] :
6 |de |7 a ® f
7 e,d) |8 .
8 (h,d) |10 |

o —h—5—0

Vi du 3.31. Dung thuat toan Kruskal hdy tim cay khung bé nhat cua db thi G bén
duai sau,

Hinh 3.50. Kruskal d6 thi G(6, 11)
Pay khong phai 1a don db thi, vi vay ching ta sé& loai bo nhiing canh song song
va cac canh khuyén. Hay ching ta s€ loai bo cac canh (a, b) véi trong so bang 9, va
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khuyén tai dinh ¢ véi gia trj trong sb 1a 1. Khi d6, d6 thi G lic nay dugc minh hoa
nhu hinh bén dudi sau,

Hinh 3.59. Kruskal don db thi G, (6, 9)
Bay gid ching ta s& sap xép cac canh caa don d6 thi G véi trong s6 canh ting
dan.

(@, c)|(b,d)| (d,2)|(c,d)| (bc)|(b,2)| (ab)]|(sa)|(sc)
1 2 2 3 4 5 6 7 8
Bang 3.7. Sip xép canh theo trong sé ting dan G(6, 9)

Theo thuat toan Kruskal ching ta thay rang do thj Gy ¢6 6 dinh tuong g tir {s,
a, b, ¢, d, z}. Vay cay khung can tim la mot do thi T(6, 5).

Bay gio chiing ta s& thém céc canh cua G; dé tao ra cay khung T bat dau voi
canh o trong so6 nho nhat. Canh dau tién duge thém vao cay khung do6 chinh la
canh (a, ¢) vai trong s6 bang 1. Luc nay cay khung sé dugc minh hoa nhu sau,

@ ®
s L @
© C)

Hinh 3.60. Cay khung T,
Tiép tuc, ching ta s& thém cac canh ¢d trong s6 nhd nhat caa cac canh con lai
trong G; vao T; sao cho ching khéng tao ra chu trinh. Nhu vay, chung ta sé thém
duoc hai canh (b, d) va (d, z) vao T,.

@ ©
s 1 2
2
©

Hinh 3.61. Cay khung T,
Tiép tuc, ching ta s& thém canh (c, d) véi trong sé bang 3 vao T,. Chiing ta duoc
cay khung T; nhu sau,
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c 3

Hinh 3.62. Cay khung T;

Tiép tuc ching ta s& thém canh (b, ¢) ¢d trong s6 nho nhat cua G; con lai, nhung
khi thém canh nay vao T; thi n6 tao tao ra chu trinh. Vi vay, (b, c) loai bo va tuong
tu ddi véi cac canh (b, ), (a, b).

Tiép tuc ching ta thém canh (s, a) c6 trong sé nho nhat con lai cia G, vao T; va
khong tao chu trinh. Lic nay, cady khung dugc minh hoa nhu hinh vé sau,

a (0)

c 3

Hinh 3.63. Cay khung T,
Nhu vay cay khung can tim chinh la cay T..
3.6. Bai tap
1. B4 thi nao trong cac do thi dudi day 1a cay?

A/
v

G,

G
4 Ge

2. Trong céc d6 thi sau do thi nao la cay?
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b
g f
|
a. Binh nao 1a g6c? b. Binh nao 14 con cua i?
c. Pinh nao 1a dinh trong? d. binh nao la cha cua h?
¢. Pinh nao 1a dinh 18? f. Binh nao la anh em cua 0?
g. binh nao 14 to tién cia m? h. Binh nao la con chau caa b?

4. Hay tra loi cac cau hoi nhu trong bai tap 3 cho cy ¢ gdc sau,

qr s

5. Cay c6 gbc trong bai tap 3 c6 1a cdy m - phan day da véi mot sé nguyén duong
m nao d6 khong?

6. Cay c6 gbc trong bai tap 4 co 1a cdy m - phan day da véi mot s6 nguyén duong
m nao doé khong?

7. Xac dinh ma tran ké cua dd thi bén duéi sau,
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8. Hay xac dinh ma tran lién thudc do thi trong cau 7?

9. Tim muc caa mdi dinh trong cay & bai tap 3?

10. Tim muc cia moi dinh trong cay & bai tap 4?

11. V& cac cay con cua bai cay trong bai tap 3 c¢d gdc tai cac dinh sau,

a.a? b. c? c.e?
12. V& cac cay con cua cdy trong bai tap 4 c6 gbc tai cac dinh sau,
a.a? b. c? c.e?

13. Cay vai 10.000 dinh c6 bao nhiéu canh?

14. Cay ngii phan day dua véi 100 dinh trong ¢6 bao nhiéu canh?

15. Cay ngii phan day du véi 100 dinh trong s& c6 bao nhiéu dinh 14?
16. Cay nhi phan day dua véi 1000 dinh trong ¢6 bao nhiéu canh?

17. Cay tam phan day du véi 100 dinh trong c6 bao nhiéu 14?

18. Cho db thi c6 trong sé sau,

6 5
C € g

a. Dung giai thuat Dijkstra tim dudng di ngan nhét tir a dén z?
b. Viét chuong trinh minh hoa két qua cau a?
19. Cho db thi c6 trong sé sau,

b 4 f
10 2
4 5
C
a 4 5 Z
, 3
d
2 /
8
e i

a. Dung giai thuat Dijkstra tim dudng di ngan nhét tir dinh a dén dinh z?
b. Viét chuong trinh minh hoa két qua & cau a?
20. Cho db thi sau,
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8 8 4 \k m
7 4 3 3 6 °
a ) 7 5 z
oy
4 6 4 6
7 6 5
g J

Dung giai thuat Dijkstra tim duong di ngan nhat,
a. Tir dinh a dén dinh z?
b. Tir dinh a dén dinh z va qua canh (h, g)?
c. T dinh a dén dinh z va qua dinh k?
d. Tur dinh a dén dinh z va qua canh (i, j)?
e. Viét chuong trinh minh hoa mdi trudng hop trén?
21. Cho db thi G = (V, E, w) sau,

a. Xac dinh ma tran trong sé cua G?
b. DuNg thuat toan Dijkstra tim dudng di ngan nhat tir dinh A dén dinh F?
c. Viét chuong trinh minh hoa tim duong di ngan nhat ¢ cau b?

22. Cho d6 thi G = (V, E, w),

a. DUNg giai thuat Floyd tim duong di ngan nhét giira cac dinh trong G?
b. Viét chuong trinh minh hoa két qua & cau a?
23. Cho d6 thi G = (V, E, w),
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yll
a. Dung giai thuat Floyd tim duong di ngan nhat giita cac dinh trong G?
b. Viét chuwong trinh minh hoa cau a?

24. Cho db thi G = (V, E, w),

a. Dung giai thuat Floyd tim duong di ngan nhat giira cac dinh trong G?
b. Viét chuong trinh minh hoa thuat toan Floyd ¢ cau a?
25. Tim sac so cua dd thi sau,
a.
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CHUONG 4. PAI SO BOOLE
4.1. Pai s6 Boole

Dinh nghia 4.1. Dai s6 Boole 1a mot tap B ¢6 hai phan tir 0 va 1 vai ba phép
to4n ma chdng ta st dung nhiéu nhat d6 1a phép lay phan bu, phép ldy tong Boole
va tich Boole. Phan bu cia mét phan tir duoc ki hiéu bang mot gach ngang trén dau
va dinh nghia béi 0 = 1 va 1 = 0. Téng Boole duoc ki hiéu 1a + hoic OR c6 gia
tri nhu sau,

1+1=1; 1+0=1; 0+1=1; 0+0=0.
Tich Boole dugc ki hiéu la . hoac AND c6 gia tri nhu sau,
1.1=1; 1.0=0; 0.1=0; 0.0=0.
Nhu vy, dai s6 Boole duogc ki hiéu nhu sau,
<B, =, ., +,0, 1> trong d6 B 1a mot tap thda mén cac diéu kién sau,

1. Luat két hop (Associative)
VXVY,2eB:x+(y+2z)=(x+y)+zvax(yz) = (xy)z.
2. Luat giao hoan (Commutative)
VX, yeB:x+ty=y+xvaxy=y.x.
3. Luat dong nhat (ldentity)
VxeB:x+0=xvax.l=x.
4. Luat phan phéi (Distributive)
VX VY,zeB:x(y+z)=xy+xzvax+yz=(X+y).(X+2).
5. Luat bu (Inverse/Complement)
VxeB,IxeB:x+x=1vax.x=0.
Phan tir X 1& phan tir bu caa x.
Suy ra céc luat sau,

6. Luat lily dang (Idempotent)
VXxeB:x+x=xvax.x=Xx.
7. Luat troi
x+1=1vax.0=0.
8. Luat hap thu (Absorption)
VX YyeB: Xx+x.y=xvax.(x+y)=x.
X+x.y=x+yvax.(x+y)=xy.
9. Luat bu kép (Involution)
VXxeB:x=x.
10.Luat De Morgan

VX, yeBix+y=x.yvaxy=x+}.
11.Luat0-1
0=1va1=0.

4.2. Cac khai niém

Cho B = {0, 1}. Khi do,

Bién Boole 14 bién chi nhan céc gia tri trong B, tac 1a nd chi nhan cac gia tri
hoac 0 hoac 1.

Tuc bién (Literal) 1a mot bién hozc bu caa mot bién, nhu x, X, y, ¥, ...
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Biéu thic Boole. Cho n bién Boole Xg, X,, ..., x,. Biéu thitc Boole duge dinh
nghia d¢ quy nhu sau,

a) X1, Xo, ..., Xn, 0, 1 12 c&c biéu thizc Boole.

b) Néu E;, E; 1a biéu thic Boole thi E; + E,; E,.E,; E; ciing 1a biéu thirc Boole.

Thuong ki hiéu E = E(Xy, Xo, ..., Xp).

Biéu thirc B™ = {(X1, Xa, ..., Xn)| Xi € B, 1 <i<n}latap tét~cé céc bo n gid tri 0
va 1. Mot ham tir B™ t6i B duoc goi la ham Boole bgc n. Moi ham Boole c6 thé
duogc biéu dien bang mét biéu thirc.

Hgi so cap (Fundamental Product) Ia mot tuc bién hozc tich cia hai hodc nhieu
tuc bién, trong d6 khong c6 tuc bién caa cung mot bien.

Tuyén chuan tac 1a mot biéu thirc Boole gom mot hoi so cap hodc tong ciia cac
hoi so cap khong chtra trong nhau.

Nhu vay, ham Boole bac n s& c6 2™ tiéu hang n bién va c6 22" ham Boole bac n.

Vi du 4.1. Ham F(x, y) = Xy tir tap cac cap co thr tu cac bién Boole téi tap {0,
13} 1a mot ham bac 2 véi F(L, 1) = 0, F(1, 0) = 1, F(0, 1) = 0 va F(0, 0) = 0. Chiing
ta biéu dien cac gia tri trong bang 4.1 bén dudi sau,

Bang 4.1. Biéu dién ham F(x, y) = xy
X y F(X,y)
1 1 0
1 0 1
0 1 0
0 0 0

Vi du 4.2. Tim cac gié tri caa ham Boole duoc biéu dién bai F(x, y, z) = xy + Z.
Giai. Cac gié tri ciia ham nay dugc cho trong bang 4.2 bén duéi sau,

Bang 4.2. Biéu dién ham F(x,y, z) = xy + Z
X y y Xy |z F(X,y,2)=xy +z
1 1 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1
0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1

Vi du 4.3. Cho F(x, y) la ham Boole. Hay xac dinh gia tri cua 16 ham Boole bac
hai khac nhau?
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Giai: Mot ham Boole bac hai la ham tir tap bon phan tir trén tap B = {0, 1} dén
B l1a tap c6 hai phan tir. Tir d6 ching ta xac dinh dugc 16 ham Boole bac hai khac
nhau va ki hléu la Fi, Fo, ..., F1g nhu bén dudi,

Bang 4.3. Cac ham Boole F(x, y)

X |y |Fi|Fa|Fg|Fs|Fs |Fe |F7 |Fg |Fo |Fio|Fu|Fuo|Fis|Fua|Fis|Fuse
11{14}12 /1 1 |12 |1 (1 |1 |12 (O (O |O |O |O |O |O |O
i1 /0 (2 |1 |2 (1 |0 (O (O |O 2 |2 |1 |2 |O |O (O |O
oj|124/1 12 (0 (02 1 |0 (0O |2 |12 |O (O |2 |1 |0 |O
oo |1 01 1{0 2 (0 |2 (0O |2 (O |2 (O |2 |O |2 |O

4.3. Mach Logic

Pai s6 Boole duoc dung dé mo hinh héa so dd cac mach trong cac dung cu dién
tir. M3i mot dau vao va moi mot dau ra caa mot dung cu nhu vay cd thé duoc xem
nhu 1a mot phan tu coa tap {0, 1}. Mdi mot mach co thé duoc thiét ké bang céch
diing cac quy tic cua dai s6 Boole da dugc dé cap.

Cac phan ttr co ban cua cac mach duogc goi 1a cac cong. Mdi mot loai cong thuc
hién mot phép toan Boole. Trong muc ndy ching ta s& tim hiéu mot sé cong va
diing cac cong ndy ching ta s& ap dung cac quy tac cua dai s6 Boole dé thiét ké cac
mach thuc hién cac nhiém vu khac nhau. Tuy nhién, cdc mach nay sé& cho dau ra
chi phu thudc vao dau vao caa mach, hay ndi cach khac cac mach nay khéng cé
kha nang nhd. Nhitng mach nhu vay duoc goi 1a mach té hep.

%D@—» X+ X
@—'y yTTf,on
a. Bo dao b. Cong OR c. Cong AND
Hinh 4.1. C4c loai cong co ban

Chuing ta s& xay dung cac mach t6 hop bang cach dung ba loai phan ti. Loai tha
nhat 12 bé ddo, n6 chap nhan gia tri cua mot bién Boole nhu dau vao va tao phan
bl ctia gia tri d6 nhu dau ra. Dau vao cua bo dao duge cho ¢ vé trai, va dau ra duoc
cho & vé phai cua bo dao.

Loai phan tir ther hai ma ching ta s& dung 1a céng OR. Pau vao cong nay la cac
gia tri cua hai hodc nhiéu hon hai bién Boole. Pau ra la tong Boole cua cé4c gia tri
d6. Pau vao cia cong OR duoc cho ¢ vé trai, va dau ra dugc cho & vé phai.

Loai phan tir thir ba ma chiing ta s& ding la Cong AND. Pau vao cong nay la cac
gia tri cua hai hodc nhiéu hon hai bién Boole. Pau ra 1a tich cua cac gia tri do. Pau
vao cong AND duoc cho ¢ Vé trai, va dau ra duoc cho ¢ vé phai.

Vi du 4.4. Dyng cac mach tao cac dau ra sau,

a) x+yXx b)x y+7z; C) x+y+z Xyz
Gidi. Cac mach tao cac dau ra nhu trén dugc minh hoa bai hinh bén dudi sau,




a) X X +y
— \—,ﬁ x + y) X
L# X
b)
X ;DQ X X(yTZ)
V g _ —>
Y > y+7 , > V+z |
Z
c)

4.4. Cyc tiéu hoa cac mach
4.4.1. Cyc tiéu hoa bang ban @6 Karnaugh

Pinh nghia 4.2. Ban d6 Karnaugh cia biéu thic n bién (ham Boole bac n) la
bang chit nhat gom 2" 6, mdi & 1a mot tiéu hang sao cho hai 6 ké nhau I hai tiéu
hang (hoi so cap) ké nhau.

Ban d6 Karnaugh duoc dung dé tim céac sé hang t6 hop dugc ddi véi cac ham
Boole c6 s6 bién twong ddi nho. Phuong phap nay duoc Maurice Karnaugh gidi
thiéu vao nam 1953. Cac ban d6 Karnaugh cho ching ta mot phuong phap truc
quan dé r(t gon biéu thuc caa cac ham Boole hai bién hoic ba bién duoc minh hoa
nhu hinh bén duéi,

(c) |11 |10 |00 | 01
@|1 |0 (b) | 11 |10 | 00 | 01 11
1 1 10
0 0 00

01

Hinh 4.2. Ban d6 Karnaugh cho 2 bién, 3 bién, 4 bién tuong tng (a, b, c)
Tuy nhién, ching ta c6 thé biéu dién minh hoa cu thé bang nhitng ham Boole
nhu hinh bén dudi sau.
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K|

Yy Yz yZ YZ yz
x| Xy | X¥ X | XYZ | XYZ | XY Z| xyz

il el ek X | Ryz |RyZ | XyZ|XYyZ
Hinh 4.3. Ban d6 Karnaugh 2 bién  Hinh 4.4. Ban d6 Karnaugh 3 bién

Hinh 4.5. Ban d6 Karnaugh 4 bién

yz yz yz yZ
wx | wxyz

wXyZz

T
K|

g
x|

wXx

Tich cia mdi tuc bién trong ham Boole dugc biéu dién bai ban d6 Karnaugh
bang s6 1. Mbi khéi toan s6 1 trong ban d6 Karnaugh d6 duoc goi la tich kéo theo
cua ham cuyc tiéu hda. Myc tiéu I1a phai nhan dang cac khéi kha di 16n nhét trong
ban d6 va phu tat ca cac 6 chira s6 1 bang mot sé nho nhat cac khdi ma trudc hét la
khéi 16n nhat. Bang cach phu tat ca cac so 1 vao ban do véi cac khéi twong tng
chinh 1a tich co ban cua ching cé thé biéu dién thanh tong céc tich nhu 14 tong céc
tich co ban.

Nhu vy, dé tim biéu thie téi thiéu cia mot ham Boole bac n dang tuyén chuan
tac day du bang ban do Karnaugh, thuc hién cac budc sau,

Buwéc 1. Tao ban d6 Karnaugh gdom 2" 6. Mdi tiéu hang c6 trong biéu thire duoc
danh s 1 vao 6 twong (ng.

Buéc 2. Khoanh tron cac 6 s6 1 ké nhau cing nam chung mot hinh chir nhat
hoac mot khdi 16n nhat dang 1x1, 1x2, 2x1, 1x4, 4x1, 2x2, 2x4, 4x2, ...

Buwéc 3. Tim sé it nhat cac hinh chir nhat dugc khoanh tron phi duoc tt ca cac 6
s6 1. Mdi hinh chit nhat 1a mot hoi so cap cua biéu thic téi thiéu.

Chu y. Néu ham Boole bac n khong phai dang tuyén chUan tic day du ta phai
dua vé dang chuan tic day du bang céach thém vao céc sé hang sao cho ham van
khong doi dé dam bao cac sb hang chira day du cac bién. (x; + X; = 1).

Vi du 4.5. Tim téng cua hai hoi so cap ké nhau Py, P, Vi,

a) P, =xyz vaP, =xyz.

Chung ta thay duoc rang, P, va P, chi khac nhau mét tuc bién la y véi y. Khi
d6,P1+Py=xyz+xyz=xzy+y =xz 1 =xz.

b) P, = Xyzt va P, = Xyzt.

Chuing ta thay rang, P, va P, chi khac nhau mot tuc bién chinh 12 z va z. Khi
do, Py + Py =Xxyzt +Xyzt =Xyt z+z =Xyt 1 = Xxyt.

c) Py =Xxyzt va P, = xyzt.
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Chung ta thay dugc rang, Py va P, khac nhau dén hai tuc bién. Vi vay hai tiéu
hang nay khdng thé ké nhau nén ching ta khong thé xac dinh dugc tong cua hai
hoi so cap nay.

d) P, = xyz va P, = xyzt.

Chuing ta nhan thay duogc rang, Py va P, khéng ké nhau vi chlng c6 céc bién
khac nhau. Do d6, ching khong xuét hién trong cing mot ban d¢6 Karnaugh.

Vi du 4.6. Tim céc ban d6 Karnaugh cho,

(@) xy + xy; (b) xy + xy; () xy +xy +Xxy.

Gigi: Chung ta nhan thay ring cac ham Boole dugc cho bai vi du trén déu la
nhitng ham hai bién. Ban d6 Karnaugh s& duoc sir dung 1a mét hinh chit nhat gom
4 6 vubng. Ching ta s& ghi sé 1 vao & vubng khi va chi khi tiéu hang duoc biéu
dién boi 6 d6 c6 mat trong ham Boole. Vi vay, ba ban d6 Karnaugh dugc cho boi
hinh bén dudi sau,

Y 4 4 Y Y Y
pYe 1 pYe 1 > 1
< 1 X 1 < 1 1
@) (b) (©)

Hinh 4.6. Céc ban d6 Karnaugh cho nhitng khai trién tong cac tich
Vi du 4.7. Rit gon cac khai trién tong cac tich duoc cho trong vi du 4.6?

4 Y Y Y 4 Y
e i R
x|\ 1 < D x|

@ (b) ()

Hinh 4.7. Pon gian hoa khai trién tong céc tich

Gidi: Cuc tiéu hda biéu thirc tong céc tich trong ham Boole duoc thyuc hién bang

cach sir dung ban @6 Karnaugh cho cac khai trién nay twong ung 13,
@y; Oxy+xy; (OX+Yy. o

Vi du 4.8. Dung cac ban d6 Karnaugh ba bién dé rat gon cac khai trién tong cac
tich sau,

a) XyZ + Xy Z + XyzZ + Xy Z; b)xyz +xyzZ +Xyz+Xyz + Xy 7Z;

C)XyZ +XyZ + XyZ + Xy Z+ XyZ +XyZ+ Xy Z;

d)xyZ+xyz+Xyz+XyZ.

Gidi: Ban d6 Karnaugh biéu dién cac ham Boole ¢ vi du trén I3,

Yz yz vz yz Yz yz yZ y=z
<[ |xfay ~ AT
<@ [\ D] N[
(@) (b)
Yz yzZ vz yz Yz yz yZ yz
x ?E; 1 _ZF x Qm
x| 1/ N\ [\ < ]

© (d)
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Hinh 4.8. Pon gian ham Boole bang ban d6 Karnaugh

Nhu vay, ching ta nhém céc khéi tuong tng tirng biéu thic trong khai trién cuc
tiéu thanh cac tong Boole cua cac tich Boole I3,

@xz+yz+xyz; (b)y+xz;, (C)x+y+z  (d)xz+Xxy.

Tuy nhién, trong cau (d) chl y rang ching ta c6 thé nhém thanh ba khéi nhu
hinh v&, tuy nhién khdi tht hai tuong Gng véi cot y z 1a khbi khdng ¢t yéu vi cac
6 s6 1 ma no phu lai dugc hai khi mot va khdi ba da pha. Vi vay ching ta chi st
dung hai khdi mot va khdi ba dé tim cuc tiéu hda biéu thuc (d).

4.4.2. Phwong phap Quine - Mc Cluskey

Ta thay rang cac ban do Karnaugh c6 thé duoc dung dé tao biéu thuc cuc tiéu
héa cac ham Boole nhu tong cua cac tich Boole. Tuy nhién, cac ban do Karnaugh
s& rat kho ding khi s6 bién 16n hon bén. Hon nita viéc dung cac ban do Karnaugh
lai dya trén viéc ra soat truc quan dé nhan dang cac sé hang can nhom lai. Vi
nhitng nguyén nhan dé, can phai c6 mot thi tuc rut gon nhiing khai trién tong cac
tich. Phuong phép Quine - Mc Cluskey la mot thu tuc nhu vay. N6 c6 thé duoc
diing cho cac ham Boole c6 sb bién bat ky. Phuong phép nay dugc W.W Quine va
E.J.Mc Cluskey phét trién vao nhung nam 1950. Vé co ban, phuong phap Quine -
Mc Cluskey c6 hai phan. Phan dau la tim biéu thac rt gon, tac 1a tim cac hoi so
cap c6 thé dua vao trong biéu thic téi thiéu. Phan thir hai tim biéu thac téi thiéu tr
cac hoi so cip co dugc tir phan dau bang cach xac dinh sé hoi so cép it nhat trong
biéu thuc téi thiéu.

Pé tim biéu thuc téi thiéu caa mot biéu thirc Boole dang tuyén chuan tac day du
n bién gdom k tiéu hang, thuat toan Quine - Mc Cluskey thuc hién cac budc sau,

Buéc 1. Tao bang ban dau gom k xau bit tng véi k tiéu hang. Sip xép theo thu
ty giam dan cua sb bit 1 trong mdi xau dé tao thanh ting nhom cé sé bit 1 bang
nhau.

Buéc 2. Lap cho dén khi khong ghép duoc nira.

Tao bang mai tir bang hién thoi bang cach, véi mdi xau gom m bit 1, duyét qua
ting xau gom m - 1 bit 1 néu cing vi tri dau “-”” va chi khac nhau dtng 1 bit (ghép
duogc) thi dua xau nay vao bang mai bang cach thay doi bit d6 boi dau “- (rat gon
bién nay biang luat ddng nhat); néu khong co xau nao ghép duoc thi gitt nguyén
xau nay. Néu xau dua vao da co thi khong dua vao nita (luat Iy dang).

Buréc 3. Dya vao bang cudi ¢ budce 3 ¢o duoc dang tuyén chudn tdc rat gon cua
biéu thirc gom g hoi so cap. Dé tim dang tuyén chuan tic téi thiéu tao bang gom p
dong hoi so cap o budc 2 va k cot tiéu hang. Hoi so cap i chtra trong tiéu hang j thi
danh dau “*” vao 6 (i, j) trong bang.

Tim sé it nhat cac hang phia duoc tat ca cac cot (dau “*”) trong bang bang quy
tac sau,

a) Vi cot chi cd duy nhat mot dau “*” thi dong do goi 12 dong can thiét va hoi
so cap do 1a can thiét co trong biéu thuc tdi thiéu.

b) Tim cac dong con lai bang thuat toan tham lam tac 14 dua dong c6 nhiéu dau
“*” nhit vao biéu thuc tdi thiéu va danh dau xda cac cot co chira diu “*” ma né
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phu duoc. Lap cho dén khi tat ca cac dau “*” déu phu duoc, hay tat ca cac cot dugc
danh dau xoa.

Thudt toan nay chdp nhdn duwoc, tuy nhién cé trirong hop biéu thirc nhdn duwoc
khong phdi 1a biéu thizc téi thiéu.

Vi du 4.9. Cho biéu thirc Boole dang sau,

Fxyz =xyz+Xxyz+Xxyz+xyz+Xxyz

Hay tim biéu thuc cuc tiéu cia ham F(x,y,z) trén bang phuong phap Quine -
Mc Cluskey?

Gidi: Ching ta s& biéu dién céc tiéu hang trong ham F(x, Y, z) bang cac xau bit.
Néu trong tuc bién xuat hién bién thi s& twong tng la bit 1, con néu 1a bu caa bién
thi s& tuong wng 12 bit 0. Hay cu thé hon, bit dau tién s& 1a 1 néu xuat hién bién x
va bit bang 0 néu xuat hién bl caa bién x tac 1a X.

Sau d6, chiing ta s& nhdm cac s6 hang cua bit 1 theo tht ty giam dan va duoc
cho ¢ bang 4.4 sau,

Bang 4.4. Nnébm bit1 ctaham F x,y,z = xyz+Xyz +Xyz+Xyz
Tiéu hang Xau bit Sé céc bit 1
Xyz 111 3
XYZ 110 2
XYZ 011 2
X yZ 001 1
Xy Z 000 0

Sau khi chiing ta xac dinh dugc bang 4.4, tiép tuc ching ta sé thuc hién hai
buéc cua thuat toan. Cac tiéu hang c6 thé duoc t6 hop lai 1a nhitng s6 hang chi
khac nhau mét tuc bién. Do dé, hai sé hang c6 thé t6 hop dugc sé& chi khac nhau
mot con s6 1 trong cac xau bit biéu dién cac s6 hang d6. Khi hai tiéu hang dugc to
hop thanh mét tich, tich nay s& chira hai tuc bién va tuc bién khuyét s& biéu dién
bang mot dau gach ngang “-” va duoc két qua nhu sau,

Bang 4.5. T6 hop cac tiéu hang biéu thirc

Budc 1 Budc 2
Tiéuhgng |Xau |Tiéuhgng |Xau | Tiéu hang Xau
bit bit bit
1| xyz | 111 | (1,2) | xy 1-1 1,2,3,4 z| -1
2 | xyz | 101 | (1,3)| yz -11
3| xyz | 011 | (24) | yz -01
4 |%yz| 001 | (3,4)| %z | 0-1
5 |%Xyz| 000 | (4,5)| Xy | 00-
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Sau bang 4.5 ching ta nhan thy rang cac tiéu hang chua duoc ding la z va X .
Budc tiep theo la nhan dang tap cuc tiéu cac tich can thiet dé bieu dien ham Boole
tur nhitng tiéu hang chua duwoc dung trén,

Bang 4.6. Két qua cuc ticu hdaham F x,y,z = xyz + Xyz + Xyz + Xy Z

Xyz XyZ XyZ X yZ Xyz
*

Z * * *

* *

Xy
Tir bang 4.6 ta nhan thay rang ca z 13n Xy déu la can thiét. Do d6 dap s cudi
cungsélaz +Xxy.
Vi du 4.10. Ding phuong phap Quine - McLuckey dé rut gon biéu thuc
Boole dugc cho bai bang chan tri sau,

Bang 4.7. Biéu dién ham F w,x,y,z bang chan tri
w X y y F(w, X, Y, 2)
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
0 0 1 0 0
0 0 1 1 1
0 1 0 0 0
0 1 0 1 1
0 1 1 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 0
1 1 0 1 0
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0

Gigi: Dang tuyén chuan tic day da caa biéu thuc Boole 13,
FwWXVy,z =WXVYZ+ WXYZ+ WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ
Trugc hét chiing ta s& biéu dién cac tieu hang bang cac x&u bit, roi nhém cac s
hang theo cac so6 1 trong cac xau bit do. Piéu nay duoc thé hién & bang 4.8 bén
dudi sau:
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Bang 4.8. Nhom bit 1 cyc tiéu hda ham F w, x, v, z
Tiéu hang Xau bit S6 cac sb 1
WXYZ 0111 3
WXYZ 1011 3
WXYZ 1110 3
W XYZ 0011 2
WXYZ 0101 2
WXYZ 1010 2
WX yZ 0001 1

~ Tiép theo chiing ta s& xac dinh tat ca céc tich Boole dwoc tao thanh bang cach
lay tong Boole céc tich trong khai trién va dugc két qua cho bai bang 4.9 bén duai
sau,

Bang 4.9. T6 hop cac tiéu hang biéu thic

Buwérc 1 Buwéc 2
Tiéuhang | Xau | Tiéuhang | Xau | Tiéuhang | Xau
bit bit bit
1 | wxyz | 0111 | (1, 4) | wyz | 0-11 | (1,4,5, | wz | 0-1
7)

wxyz | 1011 | (1,5) | wxz | 01-1
wxyz | 1110 | (2,4) | xyz | -011
wxyz | 0011 | (2,6) | wxy | 101-
wxyz | 0101 | (3,6) | wyz | 1-10
wxyz | 1010 | (4,7) | wxz | 00-1
7 |wxyz|0001|(57)| wyz | 0-01
Nhu vay, céc tich khong duoc ding ¢ it bién hon 1a Wz, Xyz, WXy va wyz.

Vi vay, biéu thic téi thiéu ciia ham Boole trén duoc xac dinh bai bang 4.10 bén
dudi sau,

OO B WwW|IDN

Bang 4.10. Két qua phuong phap Quine - McLusKey ham F w, x, v, z

WXYZ | WXYZ | WXYZ | WXYZ | WXYZ | WXYZ | WXYZ
WZ * * * * *
iyz * *
Wiy * *
WYyZ * *
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Nhu vay theo phuong phap Quine - McLusKey s& c6 hai biéu thuc téi thiéu can
tim la,
WZ + XyZ + wyz
WZ + WXy + wyz

4.5. Bai tap
1. Tim gié tri caa céc biéu thuc sau,
a)1.0; b)1+1; c)0.0; d) (1 + 0).
2. Tim céc gia tri, néu cd cua bién Boole x thda man cic phuong trinh sau,
a)Xx.1=0; b) X +x=0; ¢)x.1=x; d x.x=1.
3. Dung bang chan tri hay biéu dién cé4c gia tri cia mdi ham Boole sau,
a) F(x, Y, z) =xy; b) F(X,y, z) =x +yz;
¢) F(X, ¥, 2) =Xy + (xyz); d) F(x,y,2) =x(yz +y z).
4. Dung bang hay biéu dién céc gié tri caa mdi ham Boole sau,
a) F(x,vy,2) =7 b) F(x, Y, z) =Xy + yX;
c) F(x,y, z) =xyz + @; dFX,y,2) =y(xz + X7).
5. Tim gia tri ciia cac bién Boole x va y théa man phuong trinh xy = x + y?
6. Co bao nhiéu ham Boole bac bay khac nhau?
7. Chang minh luat hap thu x + xy = x?
8. Chting minh rang Xy + yz + Xz = Xy + yz + xz?
9. Tim cac dau ra cia cdc mach di cho sau,

a. b.

= =
Lbf b e

><
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10. Dyung céc mach gom cac bo dao, cac cong AND va OR dé tao cac dau ra sau,

a) X +y? b) (x+y)x?
C) Xyz + Xy z? d&x+z)+(y+72)?

11. V& céc ban d6 Karnaugh cua nhitng khai trién tong cac tich Boole ba bién sau,
a)xy z? b) xXyz + Xy z? C) XYz + XyZ+ XyzZ + X yz?

12. V& ban dd Karnaugh cho ham F x,y,z =xz+yz+xyz Ding ban do

Karnaugh tim biéu thirc toi thiéu cua ham F(x,y, z) trén?

13. V& ban dd Karnaugh cho ham F x,y,z =xzZ+xyz+yz Ding ban do

Karnaugh hay xac dinh cyc tiéu hoa biéu thac F x,y,z ?

14. Dung cé4c ban d6 Karnaugh tim khai trién cuc tiéu cia cac ham ba bién sau,
a)F x,y,z =Xxyz+Xxyz? b)F x,y,z = xyz + Xyz + Xyz + Xyz?
C)F xy,2 =Xyz+Xyz+Xyz+Xyz + Xyz + X yz?

AF x,y,z2 =xyz+Xyz+xyZ+Xyz+Xyz?
15. Dung ban d6 Karnaugh tim khai trién cuc tiéu hoa ciia cac ham bén bién sau,
a) F w,x,y,z = wxyz + wxyz + wxy z + wXyz + wX yz?
b) F w,X,y,Z = wWxyz + WXyZ + WXYZ + WXyZ + W XyZ + W X yZ?
C)F w,X,y,2 = WXyZ + WXYZ + WXYZ + WX YZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ +
WXyZ?
d)F w,X,y,Z2 = WXyZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ +
WXYZ + WXyz?
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